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AVERTISSEMENT. 



Tous ceux qui s'adonnent à l'étude des Sciences 
mathématiques savent assez qu'une théorie peut ra- 
rement être saisie dans tous ses détails, si on ne 
l'applique à de nombreux exemples. Aussi» des 
hommes distingués qui se sont consacrés en France à 
l'enseignement des Sciences exactes ont eu soin de 
présenter à la jeunesse des Recueils de Problèmes 
sur les différentes branches des Mathématiques. Ces 
Recueils nous manquent presque entièrement pour 
la Mécanique rationnelle, et cependant celte science 
est peut-être la plus féconde en applications utiles 
et intéressantes. 

C'est pour combler cette lacune, autant qu'il est 
en moi, que j'ai écrit cet ouvrage. Je parcours une 
à une les questions qui font l'objet des Cours ordi- 
naires, en conservant autant que possible l'ordre le 
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plus généralement suivi. Après avoir rappelé brie- 
verneût lesformules générales données par la théorie, 
et consacré quelques lignes k riiistorique de la ques- 
tion, je résous avec détails une suite de Problèmes, 
choisis de manière à présenter les différents genres 
d'applications; ensuite je propose une seconde série 
de Problèmes, en général plus simples, et dont le 
résultat est seulement indiqué. La plupart de ces 
Problèmes sont extraits d'Auteurs célèbres ou do 
journaux modernes; les sources premières sont ci- 
tées toutes les fois qu'elles sont parvenues à ma con- 
naissance. Néanmoins, le plus souvent les questions 
ne sont pas résolues à la manière des Auteurs cités, 
car je me suis attaché surtout à suivre de point en 
point les méthodes générales telles qu'on les enseigne 
aujourd'hui, tout en usant des simplifications pro- 
pres à chaque question. Dans le choix des Problèmes, 
j'ai préféré ceux qui m'ont paru plus instructifs par 
leurs applications pratiques, ou par les développe- 
ments théoriques auxquels ils donnent lieu. Tous 
les résultats indiqués ont été vérifiés avec soin. 

Quelques Problèmes proposés n^exigent que les 
|>reniîers principes de la Mécanique et des calculs 
élémentaires. Les Professeurs des Cours inférieurs 
les distingueront aisément, et pourront les proposer 
a leurs élèves. 

Les jeunes gens désireux d'étudier plus a fond le» 
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théories enseignées brièvement dans les Cours trou- 
veront dans cet ouvrage, je l*espëre» plusieurs déve- 
loppements utiles, qui leur faciliteront la lecture 
des grands maîtres. 

Dans tout ce travail» deux ouvrages anglais publiés 
sur le même sujet par M. William Walton f) ont été 
pour moi des sources fécondes où j'ai largement 
puisé. 

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma reconnais- 
sance à M. J. Bertrand, qui a bien voulu m'aider 
d'indications utiles et me communiquer un travail 
intéressant sur l'attraction. 



(*) ji Collection of Problems in illustration of the principles of 
îheoretical Mechanics, i84a. — A Collection of Problems in illus- 
tration of the principles of theoretical Hydrostatics and Hydro- 
dynamicsy 1847. 
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Il est dans chaque corps solide un point fixe par lequel 
passe la résultante des actions de la pesanteur sur les dif- 
férentes molécules, quelle que soit la position de ce corps. 
Ce point est le centre de grav^ité. 

Soient a:, y^ z les coordonnées rectangulaires ou 
obliques d'un point du corps dont on cherche le centre de 
gravité*, dm l'élcnient de ma^se situé en ce point, x, j^, z 
les coordonnées du centre de gravité. 

On a les formules 

— fxdm — /y^/w - fzdm 

Xzzz^^—r- , j^=z— p- , Z=:'—— — t 

J dm J "■'f^ J ^'^ 

Nous devons l'idée du centre de gravité à Archimède. 
Ce géomètre a déterminé le centre de plusieurs surfaces 
planes dans l'ouvrage intitulé : '£T<TeV«y Iroppo^tKSf i xurpcx. 

I. 2« ÉDIT. I 
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Les intégrations sont plus simples lorsqu'on emploie 
les coordonnées polaires. 
Alors 



I I r^cosBdBdr ô «* / cosO 



e/9 



/» -h a /» a /»-+-a 

«/ — a «/o t/ — a 

2 sin a 2 rayon X corde 

3 a 3 arc 

Carré, Mesure des surfaces, p. ^6. 

3. Déterminer le centre de grai^ité d^un segment de 
cercle. 

Conservons la notation du problème précédent. 
Nous avons 



£7 



r^cosOrfô^r 
cosa 



a 
cos 



rdQdr 

C08 è 



/H- a /* a 
J 
-ce »/ cos a 

C08 d 

j-« 2 V <^os»0y 

i a» I sîn 9 — cos'a tang G 1 
i û» I B — cos^ a tang Ô 

3 2 sir 



«'(a — sin a cos a) 3 a — sin a cos « 

Les intégrations seront peut-être plus rapides si l'on 
prend les coordonnées rectilignes. 
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Alors 



i x^a^^x^dx — r^(fl»_ar»)' j 



J' ^à^ — x^dx - I xdà^ — x^H-a'arcsin- I 

aeosa ^L ûJ«C08« 

2 sin'a (corde)' 

3 a — sin a cos a 6 ( rayon . arc — apothème . corde) 

GuLDiN, Centrobaryca, lib. l, cap. ix, p. 107. 

On peut arriver à ce résultat par une simple composi- 
tion de forces parallèles, en considérant le secteur dont 
on connaît le centre de gravité (Prob. 2) comme la 
somme d'un triangle et d'un segment. 

4. Déterminer le centre de grauité de Vaire comprise 
entre un arc de parabole et sa corde. 

Si Ton nomme a la longueur d'une parallèle à Taxe de 
la parabole menée par le milieu de la corde et terminée 

à la courbe, on a 

- 3 
5 
Arghim ÀDK, *Ewi%ii^m • . . , lib. II, prop. 8. 

5. Déterminer le centre de grav^ité de Vaire comprise 
entre la parabole 

et une double ordonnée 

Si l'on désigne par a: l'abscisse qui correspond à. l'or- 
donnée extrême, on a 

— /w -h 2 /î 

X = 7— X, 

m -\- /{n 
' 6. Déterminer le centre de gravité de Vaire circon- 
scrite par la courbe 
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On trouve 

- I 

4 

7. Déterminer le centre de gras^ité de Vaire comprise 
entre une branche entière de cycloïde et sa base. 

Si l'on prend la tangente au sommet pour axe des y^ 
et l'axe de la courbe pour axe des j:,que l'on nomme a 
le rayon du cercle générateur et w l'angle dont tourne le 
cercle quand il décrit l'arc compris entre l'origine et le 
point xy^ la courbe est représentée par les équations 

X rrr a{l — COSw), 

r = fl(w H- sinoj); 
cit l'on trouve 

O 

8. Déterminer le centre de gravité de Vaire comprise 
entre une ellipse et Vun de ses diamètres. 

Si Ton prend le diamètre donné pour axe des j^ le 
diamètre conjugué pour axe des x, et qu'on représente 
par ia\^ longueur de ce second diamètre, on trouve 

GuLDiK, Ccntrobarycoy lib. I, cap. ix, p. ii5. 

9. Détenniner le centre de gravité d\ine boucle de la 
lemniscate de Jacques Bernoulli, 

La courbe étant représentée par l'équation 
r^ z= a} ces 2 G , 



on trouve 



- 7r\/2 
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SECTION II. 

SURFACES PLANES QUELCONQUES. 

Les coordonnées x, y du centre de gravité d^une sur- 
face plane quelconque sont données en coordonnées rec- 
tilignes par les formules 

- ffdxdy ' ^ - ffdœdy^ * 

Et si l'on emploie les coordonnées polaires r et 6 dont le 
pôle est à l'origine, et dont l'angle Q se compte à partir 
de Taxe des x, on a en coordonnées rectangulaires 

" _ ffr'cosBd9dr ~_ ffr^sxnQdBdr 
^ ~ JfrdB dr ' -^ ""* SJrd^dr 

Les limites des intégrales sont toujours celles du corps. 

1. Déterminer le centre de grai^ité du secteur elUp-^ 
tique compris entre deux demi-diamètres conjugués aetb. 

Prenons pour axes coordonnés les deux diamètres con- 
jugués dont il s'agit; alors l'ellipse est représentée par 
l'équation 



^'=S(^'--^')' 



et, par conséquent 



Jl xdjcdy - / a:sla}-^x-dx 
o Jo ^ ^ "^^ 

/ / dxdy - / \/a^ — X' dx 

- X \Ja} — x* H- fl- arc sin - 
2 L ' a Y 



1 TT . StT 

a} 

2 2 
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I I dxiW Tt^ao -Ttzab 

Jo «/o 



2. Déterminer le centre de granité du segment ellip^ 
tique compris entre la courbe et une corde qui joint les 
extrémités de deux diamètres conjugués. 



Conservous la notation du problème précédent, et po- 
sons de plus 


nous aurons 




- XX'""* 


- / (a»— X')» — (a — «) xdx 
^ Jo L 


rx>* 


t r\(a'-xy-{a-x)\dai 


?•■' . 


a 



j(ir — 2)ûÔ 



3 TT — 2 



En vertu de la symétrie de la figure par rapport aux 
deux axes, on a nécessairement 

- 2 ô 



3 TT — 2 



3, Troui^er le centre de granité d'un secteur parabo- 
lique compris entre la courbe et deux rayons vecteurs 
menés du foyer. 

Soient a, /3 les angles que forment avec Taxe de la pa- 
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rabole les deux rayons vecteurs dont il s'agit, et 
,^__£_ 

2 CCS* - 
2 

Téquation de la parabole en coordonnées polaires, dont 
l'origine est au foyer et dont les angles se comptent à 
partir de Taxe. 
On a 

^^ cosô 



I />* /*^ CO! 

nVcos(7r-ô)£/Ô£/r 3 8/ ^^^. 



2 



</9 



Or 



t/« 2 



I — tane' - 9 

COSÔ , ^2,1 

dB = séc« - e^/e 



cos« - 9 n- tang* - B 

2 ^ 1 



( I — tang* - ô j séc* - ô rfO; 



par conséquent 

'tangi^ 



. 1 ( H- tang^ - ô ) rf tang - 

t/ tangua \ ^ / ^ 

i (tang» i p - tang» i a^ + (tang ^ p - tang ^ a j 

nr^sin(n'-'B)dBdr 



r =■ 



»/a t/o 



r 
rdBdr 

o ; 
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Or l'intégrale du numérateur est égale à 



cosi/3 I 

a.cos -ô 

2 




par conséquent, 



T = t: — r r -; r- • 

5 ^tang» i p — UDg' ^ « j + ^tang i p — tang i aj 



^-3i 



4. Trou{^er le centre de grai^îté de l'aire comprise 
entre une branche d^ hyperbole^ V asymptote correspon- 
dante et deux ordonnées parallèles à Vautre asymp- 
tote. 

Soient 

Féquation de la courbe rapportée à ses deux asymptotes, 
et x'^ x" les abscisses correspondantes aux ordonnées 
extrêmes. 
On trouve 

^ — loga:^— log.r'' -^""g x"x* logx" — loga:'' 

5. Trouver le centre de gray^ité de l'aire comprise 
entre la parabole a*""* j^ = a:"*, l'axe des x et deux 
ordonnées. 

Si Ton représente par x' et x^^ les abscisses correspon- 
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(lanles auk ordonnées extrêmes, on trouve 






X 



Carre, Mesure des surfaces^ p. 80. 



6. Trow^er le centre de gravité de Vaire comprise 
entre un arc de la sinusoïde y = sin x et Vaxe des x. 

Si Ton considère l'arc limité à l'origine et à l'abscisse tt, 
on trouve 

— TT — TT 

- = -' ^ = 8- 

7. Trouver le centre de gravité de Vaire comprise 
entre la droite y = ^x et la parabole y* = 2px. 

On obtient 

SECTION III. 

SOLIDES DE RÉVOLUTION. 

ConsidéroDS le solide engendré par la révolution d'une 
surface plane autour d'une droite tracée dans son plan et 
que nous prendrons pour axe des x. Le centre de gravité 
de ce solide est situé sur l'axe de révolution, et si Ton re- 
présente par y, j^ les ordonnées rectangulaires du con- 
tour de l'aire génératrice qui correspondent à une même 
abscisse, la position de ce centre de gravité est fixée par 
la formule 

Quand on emploie des coordonnées polaires, savoir un 
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rayon r mené de Torigine et un angle compté à partir 
de l'axe des :er, on a 

- JJr^ sin cos 9 d^ dr 

^ ~ JJ'r^ sin d^ dr 

Les intégrales s'étendent à toute Taire génératrice. 

1. Trouver le centre de gravité d*un segment de 
sphère. 

Soient a le rayon de la sphère, c la distance de la base 
du segment au centre de la sphère, et prenons ce centre 
pour origine des coordonnées. 

Nous avons 

c ^ ^ 4^ ^' 3 {a-hcy 

*• ^ = y • 



/• 



(a^—a^)da: 



xfl'— fl^C + TrC* 



Lucas Valekius, De centra gravitatis solidorum^ 
lib. II, prop. 33, et lib. III, prop. 3i* 

% Déterminer le centre de gravité du solide engendré 
par la révolution dUin secteur de cercle autour de Vun 
de ses rayons extrêmes. 

Soient a le rayon du cercle et (3 l'angle du secteur. 

Prenons le centre de cercle pour origine des coordon- 
nées; alors 

/ r»sin9cosOfl?0e/r -j a* \ -smaôc/O 

Jo _ 4 Jo ^ 

/ / r'sinôc/erfr \^* \ «i"*®^^ 

= — =:^«(i-hcosp) = 7fl cos> - p. 

-û»(i — cosp) 

M^ALUSy Opera^ t. I, p. 728* 
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3. Déterminer le centre de gray^ité du solide engendré 
par la résolution de Vaire comprise entre une parabole, 
son axe et une ordonnée perpendiculaire, autour de la 
tangente au sommet. 

Soient 

x^ = ipy 

l'équation de la parabole, b l'ordonnée extrême et a l'ab- 
scisse correspondante. 
On a 

a: = = s/ip j 

C [a'^y')dx rUf^-y^]dy 

5 

Ce problème est un cas particulier d'un problème plus 
général résolu par Carré, Mesure des surfaces, p. gS. 

4. Déterminer le centre de gray^ité d^une tranche de 
paraboloïde de rés^olution. 

Soient a, b les rayons des deux bases et h leur dis- 
tance. La distance du centre de gravité à la petite base, 
dont le rayon est a, est donnée par la formule 

jc : 



3 a^-{- b^ 



5. Déterminer le centre de graidté de la portion d*lvy^ 
perboloîde qui est engendrée par la révolution de Vhj- 
perbole 
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autour de Vaxe des x, et qui est comprise entre les deux 
plans X ^= o, x = c. 

On trouve 

"^""4(3^ + 10' 

Caark, Mesure ries surfaces^ P* 97* 

6. Déterminer le centre de gra^'ité d^un solide cn^ 
gendre par Vaire comprise entre une parabole, son axe 
et une ordonnée perpendiculaire y quand Vaire tourne 
autour de cette ordonnée, 

Sî l'on représente T ordonnée extrême par fc, on trouve 

que la distance du centre de gravité à Taxe est égale k—^h. 

Cakrk, Mesure des surfaces, p. 90. 

7. Déterminer le centre de gray^ité de la partie d'un 
hjperholoïde à une nappe de réyolution qui est com- 
prise entre deux plans perpendiculaires à Vaxe, dont 
Vun passe au centre et Vautre à V extrémité de Vaxe 
imaginaire. 

Soient :xb l'axe imaginaire de l'hyperbole génératrice, 
et X la distance du centre de gravité au centre de la courbe. 
On a 

16 
Carké, Mesure des surfaces, p. 97. 

8. Déterminer le centime de grauité du solide terminé 
à la surface qu engendrent les deux paraboles 

jr^ — 2px, jr^ = 2p' (a — x) 

en tournant autour de Vaxe des x. 

On trouve 

- a p -\- 7.p' 

X zzr •— 



3 i,-\-i>' 
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SECTION IV. 

SOLIDES QUELCONQUES. 

Soient x, j", z les coordonnées rectangulaires ou obli- 
ques d'un point pris dans Tintérieur du solide considéré, 
et a:, y^ z les coordonnées du centre de gravité de ce 
corps. 

On a les formules 

— fffxdxdydz - fffydxdydz - JJJzdxdyd^ 

''^ SSSdxdydz' ^-'jfjdxdydz' '" fffd^dydz ' 

où les intégrales s'étendent au corps entier. 

1 . Déterminer le centre de grainté de la portion du 
cône 

qui est comprise entre les plans des zx, des xy et un 
troisième plan parallèle à celui des yz. 

Soit a la distance de ce troisième plan à Forigine^ 
Nous avons 

\ j a:\/p';c^-~y^dxdy j x.jit^^x'dx 
I v/p'x» — 7' dxdy j -^TrÔ-r-^r 

— itp'a^ ^ 



/ rs/P'x^—y'dxdy 1 - p»x»ctr 

o • o Jo^ 



= P«. 



/ I sjQ^x^'-y^drdy — tt^'a» 
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On trouve pareillement 






2. Sur une même base circulaire on place une demi- 
sphère et un paraboloïde de réi^olution dont le para* 
mètre est égal au rayon de la sphère^ déterminer le 
centre de gravité du solide compiis entre la sphère, le 
paraboloïde et un plan mené par Vaxe de cette sur* 
face. 

Soient 

et 

les équations de la sphère, du paraboloïde et du plan. 
Si l'on pose 



y = sja^ — x^, z'zzi ri-, 



2a 
et 



2= ^/fl» — X*— y-^^ 

on a 

/»a /»y r*z r*a /*y' /»« 

.1 1 I fdxdydz III ^dxdydx 

r= j j z = ; 9 

?»fl />y /»« /»« r^J /»« 

III dxdydz III dxdydz 



et 

a: =: G. 
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Or 



j / djcciydz- \ \ {z-:l)dxdy 

-aJo J z' J — aJo 

/ i yda-dydz=\ \ y{z-z')dxdy 

«. — a Jo J z' J — a J o 



iStt — l6 , 

«s 

I20 



-aJo J t' *>' — a t/ 



= 8'" 48"" =48""' 
et , d'après ces calculs , 

— i5jr — 16 - I 

3. Soient trois axes rectangulaires OX, OY, OZ. On 
trace dans le plan ZX une di^oîle AC, et dans le plan XY 
une parallèle BD à Taxe des x\ une droite *QR glisse 
sur AC et BD en restant toujours parallèle au plan YZ. 
Trouver le centre de gray^ité du solide compris entre les 

I, a« ÉDIT. 2 
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trois plans XY, YZ, ZX et la surface engendrée par la 
droite mobile. 




A X 



Soient OA = a, OB = fc, OC = c, et x^ y^ z les 
coordonnées d'un point P de la droite mobile RQ. 
On voit aisément que 

a — X h — y 



PN = z = c 



dès lors 



' / x{a — x){h^y)dxdy ^^3 

«/o o I 

X-= 7 z=: - 

\ / ^a^x)i,h^y)dxdy - 

o «/o 



= — =3«, 



et, d'après la symétrie de la figure, j^ = - fc. 



2C 



«/O «/o 



a b -^ 22 



4. Tromper le centre de gratuité du solide compris 
entre la sphère 

et les trois plans coordonnés. 
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On trouve 

- - - 3 

5. Troui^er le centre de grauité du solide compris 
entre le paraboloïde 

et les plans x ■= a^y =:o^ z=zo. 

Si l'on représente par b le rayon du cercle suivant le- 
quel le paraboloïde est coupé par le plan a: = a, on 
trouve 

O IOtt 

6. Trouver le centre de gravité du solide compris 
entre le paraboloïde 

les plans coordonnés et les plans x^=a^y ^= b. 
On trouve 

7. Trouver le centre de gravité du solide compris 

entre le cylindre 

y^ =1 7.ax — x^ 

et les plans z = (Bar, z = ^'x. 

On trouve 

- 5 - - 5 

arz=7-«, r = 0, 2=:g(p-4-p^')«. 

8. Une droite tourne autour d^un point ^xe O en 
s'appuyant sur le contour d'aune surface S. On connaît 
le centre de gravité G de cette surface, trouver celui du 
solide compris entre la surface S et le cône décrit par la 
droite. 

2. 
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Le centre de gravité du solide est situé sur la 
droite OG aux trois quarts de sa longueur. 

9. D^un cône droit et homogène, de hauteur hj on 
retranche par une section parallèle à la base un cône 
de hauteur h\ et l'on diy^ise le tronc restant par un plan 
mené suiy^ant Vaxe» 

A quelle condition doii^ent satisfaire les hauteurs h 
et h' pour que le demi-tronc de cône puisse se tenir 
debout sur sa petite base P 

La condition demandée est 

// -+■ h' < h' -h lili' -f- h'^ 

SECTION V. 

COUllBES PLANES. 

Soit ds Télément de Tare qui correspond aux coor- 
données x^y. Les coordonnées or, j du centre de gravité 
sont données par les formules 

où les intégrales sont prises d'une extrémité de Tare à 
Tautre. 

Le jésuite flamand Délia Faille eut le premier Tidée 
de déterminer le centre dé gravité d'une ligne courbe; il 
publia ses recherches en i632 sous le titre : Theore- 
mata de centro grai^itatis panium circuli et ellipsis. An* 
iuerpiœ^ i632. 

1. Déterminer le centre de gravai té de l'arc de la si- 
nusoïde 

qui est compris entre les abscisses jr = o, j: = r. 
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On a 

ds^=z (1+ -^J djc^=z{i^cos'x)dx\ 

et, par conséquent, 

^ ^0 \/2 -t- log(i -h yâ) 

I \/i -f- cQ^'^xdx sf^. I i / I sin*xrAr 



r= 



L'intégrale du dénominateur est une fonction elliptique 
de seconde espèce^ nous la représenterons par E, alors 

Ev^2 J= \/2 -f-lGg(l-+-\^2). 

2. Trouver le centre de gravité d'un aïs: de cercle» 

La distance du centre de gravité au centre du cercle 
est 

- rayon X corde 

x-=. — ■ • 

arc 

GuLDiN, Çentroharyca^ lib. I, cap. v, p. 5g. 

3. Déterminer le centre de gravité de la moitié d'une 
branche de la cycloïde qui est représentée par les équa- 
lions 

x=za [i — cosci)), 

j=ifl(w-*-sin6)) (*)." 

Si l'on considère la demi-branche qui commence à 
l'origine, on trouve 

Wallis, Opéra i 1. 1, p. 520. 
(* ) Yoir Sect. I, problème 7. 
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4. Déterminer le centre de grav^ité cVun arc de la 
chaînette 



■=la{?^e ") 



compris entre deux coordonnées également éloignées de 
V origine. 

Représentant la longueur de Tare par 25, on trouve 



— — ax -h sy 



S. Trouver le centre de gray^ité de Vune des moitiés 
symétriques de Varc qui forme une boucle dans la lem- 
niscate de Jacques Bernoulliy 

r^ = fl'cosaô. 

Prenons le nœud pour origine, l'axe de la boucle pour 
axe des Xy et nommons / la longueur du demi-arc consi- 
déré. Nous trouvons 

x=i — p» y— -J^J— — ^ . 
l^ l{2 

SECTION VI. 

COURBES A DOUBLE COURBURE. 

Si l'on représente par ds l'élément de l'arc qui corres- 
pond aux coordonnées x^y^ z^ les coordonnées x, y^ z 
du centre de gravité de la courbe seront déterminées par 
les formules 



Z-Xfl!i, -_/r^ '^__S^ 
où les limites des intégrales sont les extrémités de Tare. 
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1 . Troui^er le centre de grauité d^un arc d^ hélice. 
Prenons pour équations de la courbe 

J z •=. 6arccos -? 
( o, 

et considérons l'arc qui commence au plan des ocy^ et se 
termine au point (x,j^, z). 
Nous trouvons 

- hy - h [a — x\ - z 

xz=: — , jr— — i i, 2 = -. 

z « 2 

Si l'on nomme w l'arc de cercle qui est la projection de 
l'arc d'hélice sur le plan des ocy^ les formules précédentes 
donnent 



"" 


ia sin - 


^ = .ang-, 


/— — '1 ravoii X' corde 


V*^" -^ y^ — — 

« arc 



Au reste, il est aisé de reconnaître sans calcul que» 
pour un arc moindre qu'une spire, le centre de gravité 
se trouve sur le plan perpendiculaire à l'axe qui passe au 
milieu de l'arc, et au point de ce plan qui est le centre de 
gravité de la projection de l'arc. Le même raisonnement 
s'appliquera à une portion de la surface d'un héliçoïde 
gauche comprise entre deux génératrices. 

SECTION VII .^ 

SURFACES DE RÉVOLUTION. 

Prenons Taxe de révolution pour axe des x, et repré- 
sentons par ds l'élément de la courbe génératrice qui 
correspond aux coordonnées x, y \ l'abscisse du centre de 



q4* mécanique rationnelle. 

gravité est donnée par la formule 

jyds 

où les intégrales s'étendent à toute la courbe génératrice. 

1. Déterminer le centre de grai^ité d^une zone sphé- 
rique. 

Soient i et c les distances du centre de la sphère aux 
deux bases de la zone 5 prenons Taxe des x perpendicu- 
laire à ces deux bases, et l'origine au centre de la sphère. 

L'équation de la courbe génératrice est 

on en tire 



ds=z 1 / I H flte =1 — djcy 

V X" y 

et, par conséquent, 

J[ axdx l-aic^—hA 
_ _ft _2^ _ C^h ^ 

^ a{c — b) 2 

adx 



On pouvait prévoir ce résultat sans calcul, en obser- 
vant que deux zones de même hauteur ont une même 
surface. 

2. Trouver le centre de gravité de la surface courbe 
d^un cône droit. 

Soient c la longueur de l'axe et x la distance du centre 
de gravité au sommet du cône. * 

On trouve 

— 2 

GuLDiN, Centrobaryca^ lib. I, cap. x, prop. 3. 
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3. Déterminer le centre de grav^ité de la surface e/t- 
gendrée par la rév^olution autour de Vaxe des x d'une 
moitié de Varc de la cycloïde représentée par les équa- 
tions 

x = a (i — cos(k>), 

j = fl (m -f- sinùj). 
On trouve 

- 2 iStt — 8 

X r:i: il ————— • 

l5 3n — 4 

4. Trouver le centre de grai^ité de la surface en- 
gendrée par la parabole j^ = ipx tournant autour de 
Vaxe des x. 

Pour la portion de surface terminée au plan x = Xj on 
trouve 

-_ i (3x-p){^J:-^py -hp~' 
5 I 3 ' 

SECTION VIII. 

SURFACES QUELCONQUES. 

Soient x,jr^ z les coordonnées d'un point quelconque 
sur la surface considérée, et 

dz dz 

Les coordonnées x^^y^z du centre de gravité seront 
données par les formules 

- __ SJx s/i -hp^-hq"" dxdy 
fS^i -\- p^-\- cfi dxdy 

Z — SJ y h-^P^ -f- H' dxdy ^ 

JS^i -hp^ -f- q^dxdy 

-_JjW[±y^^]ldxdx 

fS\li -f-/?» 4- 7' dxdy 
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OÙ les intégrales s'étendent à toute la surface dont il 
s'agit. 

1. Considérons la surface enveloppe d'une sphère de 
rayon constant, et dont le centre décrit une courbe plane. 
Si Ton prend le plan de la courbe directrice pour plan 
des :c^, et que l'on représente cette courbe par l'équation 

l'équation de la sphère mobile sera 

on en déduit, par différentiations , 

X — or, -f-/7z = o, y — ç(jp,) -4- yz = o, 

et si l'on élimine x^ et (p(a:i) entre ces trois dernières 
équations, il vient 

z V^i -f- /?»-!- y» izrr; 

par conséquent l'ordonnée du centre de gravité de la 
demi-surface enveloppe située au-dessus du plan des xy 
est 

Dans cette expression, le dénominateur représente l'aire 
de la surface enveloppe, et le numérateur représente la 
projection de cette aire sur le plan des ocry\ d'où il suit 
que la distance du centre de gravité de la surface au 
plan de la courbe directrice est une quatrième propor^ 
tionnelle à Vaire de la surface^ à l'aire de sa projec^ 
tion sur le plan de la directrice et au rayon de la 
sphère. Cette relation subsiste évidemment lorsque la 
surface enveloppe se réduit à celle de la sphère* 
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2. Soient S Taire d'une figure tracée à volonté sur la 
surface d'une sphère dont le r^yon est r ; 

S. la projection de cette aire sur un plan diamétral ; 

z la distance de ce plan au centre de gravité de la sur- 
face S; 

dS rélément de cette surface , 

et a l'angle que le rayon mené du centre à cet élément 
fait avec la normale au plan. 

On a 

- fzdS 

^= S • 

Or 

zizrrcosa et fcos(xdS = Si'9 

par conséquent 

S, 
z = r^. 

Ainsi nous pouvons énoncer la proposition suivante, 
qui permettra dans bien des cas de déterminer aisément 
le centre de gravité d'une figure sphérîque : 

Soient OX, OY, OZ trois droites quelconques menées 
par le centre d^une sphère dont le rayon est r] S Paire 
d'une figure tracée à volonté sur la surface de la sphère; 
S,^ S^, S, les projections de cette aire sur les plans YOZ, 
ZOX5 XOY, etx^jy z les distances des mêmes plans au 
centre de gravité de la surface S . 

On a 

j? y z r 

Sx ^r ^* ^ 

Appliquons ce théorème à la détermination du centre 
de gravité d'un triangle spliérique. 

Nommons A, B, C les angles du triangle, a, i, c les 
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côtés opposés, et faisons coïncider les droites OX, OY, 
OZ avec les rayons OA, OB, OC. Nous avons 

S = 4r^(A-f-B-f-C — i8o); 
i8o ^ ' 

d'ailleurs la projection de cette surface sur le plan BOC 
a pour valeur 

aireBOC — aireCOA.cosC — aireAOB.cosB 

= TTTT- la — ^cosC — ccosB); 
36o ^ 

par conséquent 

- I a — 6cosC — reosB 

^^^^ A-f-B-f-C— i8o ' 

et de même, 

i b — ccosA — acosC 

2 



^-^ -^ AH-BH-C— iSo ' 



I c — /zcosB — ôcosA 
^'^2'' AH-B-f-C — 180 

3. Considérons la surface engendrée par la révolution 
de la chaînette 



autour de Taxe des z, et concevons que cette surface se 
déplace de manière que, son axe restant toujours vertical, 
son sommet décrive une courbe dans un plan parallèle à 
celui des xy-j il en résultera une surface enveloppe dont 
nous nous proposons d'étudier le centre de gravité. 
Soient 

r. = ?(^.) 

Téquation de la courbe décrite par le sommet de la sur- 
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face génératrice, p^ q les dérivées partielles --> — rela- 
tîves à la surface enveloppe, et 

R = V(^-x.)-^-f-[j-y(x.)p- 
L'équation de la surface mobile est 

^ -f- c 



on en lire 

R __R R __« 

X — X, e'^ — e " y — (p {.r, je** — e " 

et si Ton élimine Xi et cf (xj) entre ces trois dernières 
équations, il vient 



v^ 



!'-^1' = -a 



De là résulte une propriété curieuse de celle surface en- 
veloppe. En effet, traçons sur cette surface un contour 
quelconque, et soit z l'ordonnée du centre de gravité de 
la portion de surface limitée par ce contour, on aura 



ffzclxd/ 



D'un autre côté, si l'on représente par z l'ordonnée du 
centre de gravité du solide cylindrique, qui est renfermé 
entre le plan des xj^ les ordonnées du contour et la sur- 
face enveloppe, on aura 



-~ SJzdxdr 
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les intégrales ont ici les mêmes limites que dans l'expres- 
sion de ^; par conséquent 



Ce que nous venons de dire subsiste évidemment lorsque 
la surface enveloppe se réduit à l'une des surfaces enve- 
loppées. 

C'est au professeur Giulio, de Turin, que nous devons 
les théorèmes exposés dans les n°' 1 , 2, et 3 (voirie Jour- 
nal de Mathématiques de M. LiouviUe, t. IV, p. 386). 

4. Soient OX, OY, OZ trois axes quelconques menés 
par le centre d'une sphère dont le rayon est rj 

S raire d^ une figure tracée à volonté sur la surface 
de cette sphère ^ 

Sjr, S^, S, les projections de cette aire parallèles aux 
axes sur les plans YOZ, ZOX, XOY; 

OX', OY', OZ' de nouveaux axes respectivement per- 
pendiculaires à ces plans ^ 

x'^y'y z' les coordonnées du centre de grai^ité de la 
surface S par rapport à ces derniers axes. 

On a __ _ _ 

x' y' ^' _ ^ 
Sx S^ S2 S 

ScHELLBACH, Joumul de M. Crelle, t. XLY ; i853. 

La démonstration de M. Schellbach est assez compli- 
quée \ toutefois le théorème est susceptible d'une démons- 
tration simple. 

Nommons ^S un élément de la surface, a:', y\ z^ ses 
coordonnées par rapport aux seconds axes, a Tangle que 
le rayon mené à cet élément fait avec la normale OX au 
plan Y'OZ', et l'angle des droites OX, OX'. 
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On a 

Or la perpendiculaire abaissée de rëlément dS sur le plan 
Y'OZ' est égale à rcosa, et, puisque la droite OX' fait un 
angle 9 avec cette perpendiculaire , 

, rcos a 
cosO ' 

d'où 

''cosa 



/COS( 
^ f?^ 



—, , cos B 



Projetons Félément dS sur le plan YOZ parallèlement 
à la droite OX. Les lignes projetantes font un angle 6 
avec la normale OX' au plan de projection, et elles font 
un angle a avec le rayon qui aboutit à Félément projeté. 
Or, quand on projette une aire plane P sur un autre plan, 
si Ton nomme a Fangle que les lignes projetantes font 
avec la normale au plan de Faire projetée et 6 Fangle 
qu'elles forment avec la normale au plan de projection, 
la projection de Faire est égale à 

cosa 
cosO 

De là il résulte que nous avons 

J cos|0 

et, par conséquent, 

x' r 

Considérons, par exemple, la surface d'un triangle 
sphérique ABC dont les côtés sont a, i, c. 
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Si nous faisons coïncider les droites OX, OY, OZ avec 
les rayons OA, OB, OC, nous aurons 

-7 ar^ — br^ — cr^ 

On peut remarquer que les deux trièdres OXYZ, 
OX'Y'Z' étant supplémentaires l'un de l'autre, on a égale- 
ment, en faisant usage de notations symétriques pour les 
deux systèmes d'axes, 

J^ — ZL — ^— ^!! 

s',""s;~~s;""s* 

5. Déterminer le centre de gratuité de la surjace du 
cône 

qui est comprise entre les plans j:=o,j' = o, 5 = 0, 
x = a. 

On trouve 

- ^- - - 4 ^ 



3 ' *" 3 



n 



6. Une droite tourne autour d^un point Jixe O en 
s^ appuyant sur une courbe S dont on connaît le centre 
de gras^ilé G ; trouver le centre de grayité de la surface 
conique terminée au point fixe et à la courbe. 

Le point cherché est sur la droite OG aux deux tiers 
de sa longueur. 

SECTION IX. 

CORPS HÉTÉROGEIIES. 

. Lorsque dans un corps la densité varie d'un point à un 
autre, on détermine le centre de gravité de ce corps par 
des formules qUi di fièrent de celles que nous avons em- 
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ployées dans les sections précédentes par la seule addi- 
tion, sous les signes J^ de la densité p exprimée en fonc- 
tion des. coordonnées. 

1 . Déterminer le centre de gravité de la surface d^un 
hémisphère^ lorsque la densité de chaque point de cette 
surface est proportionnelle à sa distance de la hase. 

On peut considérer la demi-sphère comme engendrée 
par la révolution d'un (juart de la circonférence 

j?« -h 72 — . ^2 

autour de l'axe des x ^ dès lors, si Ton représente par ds 
l'élément de l'arc du cercle, et que l'on décompose la 
demi-sphère en zones infiniment étroites et parallèles à 
la base, on a 

'^"~ fiit^jrds " ferds ' 
et, puisque p est proportionnelle à or, 

fxfds ' 
d'ailleurs , 



donc 



- £ 



X' a 

i -\ dx= — dxy 



£ 



a 
X'dx 

=3«- 



xdx 
o 



2. Déterminer le centre de gravité d*une droite ma* 
térielley dont la densité varie comme la n'**^ puissance 
de la distance à un point fixe pris sur le prolongement 
de cette droite. 

T. 2« ÉDIT. 3 
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Soient a, i, x les distances de ce point fixe aux extré- 
mités de la droite et à son centre de gravité* 
On trouve 

- 71 -f- I ^"+* — û"+2 

3. Déterminer le centre de gravité de la surface d 'un 
çuart de cercle oîi la densité est proportionnelle à la 
j^ième puissance de la distance au centre. 

Si Ton prend les rayons extrêmes pour axes coordon- 
nés, et que Ton représente par a le rayon du cercle, on 
trouve 

- - /2 -h 2 2fl 



SECTION X. 

COMPOSITION «ES FORCES PARALLÈLES. CENTRE DES FORCES 

PARALLELES. CENTRE DE GRAVITÉ DES POLYGONES ET 

DES POLYEDRES. 

Lorsque des forces parallèles en nombre quelconque 
sollicitent les différents points d'un système solide, elles 
peuvent, en général, se réduire à une résultante unique 
dont la direction passe toujours par un même point du 
système, quelle que soit leur direction. Ce point unique 
est le centre des forces parallèles. 

Spient P l'une quelconque des forces parallèles, or, j\f 
z les coordonnées de son point d'application, a:, y^ z 
celles du centre des forces parallèles, R la résultante et 2 
un signe sommatoire qui s'étend à toutes les forces con- 
sidérées. 

On a 

R--2P i-.££f -z^^ll :— !Zf 
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Ces formules ont été données pour la première fois par 
Yarignon dans les Mémoires de V Académie des Sciences 
de Paris pour l'année 1714* Elles cessent d'être . appli- 
cables lorsque SP = o ^ car alors les forces parallèles ne 
peuvent se réduire à une résultante unique, elles se com- 
posent en un couple. 

1 . Aux sommets d'un triangle rigide sont appliquées 
trois forces parallèles, et proportionnelles aux côtés op^ 
posés. Déterminer le centre des forces parallèles. 

Soient a, b^ c les côtés, Â, B, C les sommets opposés, 
^a, iib^ lie les forces qui leur sont appliquées^ prenons 
AB pour axe des Xj ÂC pour axe des y. 

H vient 

— b,uc hc — — 

^:^ ; T-"; = — . f . — ' et r = x. 

|xa -4- |xo H- f4C a -^ o -\- c 

Si Ton nomme r la longueur de la perpendiculaire 
abaissée du centre des forces parallèles sur le côté AB, 
on a 

— ^ cocos A surface du triande 

rzzz r cos A = ; =: 2 • ^ - 



a -{- b -h c périmètre 

c'est la longueur du rayon du cercle inscrit au triangle 
ABC. Le centre des forces parallèles coïncide donc avec le 
centre du cercle inscrit. 

U est facile d'arriver sans calcul à la même conclusion. 
En effet, on aura la résultante des trois forces en compo- 
sant d'abord entre elles les forces. (jl S et /xc, puis la résul- 
tante partielle obtenue avec la force (la ; or, cette résul- 
tante partielle a son point d'application au point qui 
divise le côté BG en parties proportionnelles aux côtés 
adjacents. Ce point appartient à la bissectrice de l'angle A^ 
donc la résultante totale des trois forces yia^ iib^ ^ic sl sou 
point d'application sur la bissectrice de l'angle A. Ce point 

• 3. 
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est par la même raison sur la bissectrice de Tangle B pi 
s'ensuit qu'il coïncide avec le centre du cercle inscrit. 

2. Démontrer que le centre de la sphère inscrite à un 
tétraèdre est aussi le centre commun de gravité de quatre 
masses proportionnelles aux aires des faces du tétraèdre 
et placées respectii^ement aux sommets opposés. 

J Finales de Gergonne^ t. XVII, p. 33 1; 1827, 

Cette proposition se démontre comme celle qui fait 

l'objet du numéro précédent. 

Soient ABCD le tétraèdre, a^b^ c, d\es aires des faces 

opposées aux sommets de mêmeijiom. 

Les forces (jlS et it.c^ appliquées aux sommets B et C, 

donnent une résultante appliquée au point qui divise 

l'arête BC en segments proportionnels aux faces c et 6 

de l'angle dièdre opposé BADC. 
Or, ce point, nous allons le voir, 
appartient au plan bissecteur du 
dièdre BADC. S'il en est ainsi » 
la résultante totale, que Ton ob- 
tiendra en composant la résul- 
tante partielle déjà obtenue avec 
les forces pa et pirf, aura évi- 
demment son point d'applica- 
tion sur le plan bissecteur du 
dièdre BADC. Ce point doit se 
trouver par la même raison sur 
les plans bissecteurs des autres 

dièdres -, donc il coïncide avec le centre de la sphère in^ 

scrite. 

Il reste à prouver que le plan bissecteur de l'angle 

dièdre BADC partage l'arête opposée BC en deux seg-^ 

ments BI et CI, proportionnels aux faces adjacentes BAD 

et CAD de l'angle dièdre. 
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Pour Cela, considérons le tétraèdre en projection sur 
un plan BD'C mené par le sommet B perpendiculaire* 
ment à Tarète AD. Soient GMa projection de C, DTla 
trace du plan bissecteur sur le plan de projection. Cette 
trace partage BC au point I' en deux segments propor- 
tionnels à BD' et C'D\ Ce même plan bissecteur coupe le 

plan projetant de BC suivant une droite l'I parallèle 

BI BD' 
à ce II s'ensuit que ~ = pr7-p-> ; mais BD' est la hauteur 

Cil L< D 

du triangle BÂD, et CD' est égal à la hauteur du triangle 
de même base CAD; donc 

BI _ tr. BAD 
Ci"~lr. CAD* 

3. ^iix trois sommets B, C, D d'un tétraèdre ABCD 
sont appliquées trois forces parallèles P, Q, R. Déter- 
miner la distance de leur centre au sommet A. 

Soient r cette distance et AB = 6, AC = c, AD = d. 
On a 

r»(P -+- Q -f- R)* = P-^» -h Q»c» -f- R2rf* -f- 2PQ^rcos (BACJ 

-h !iQRcrfcos(CAD) -4- 2RPr/ôcos(DAB). 

4. ^ trois points fixes y qui ont pour coordonnées a, h; 
û', V\ a" y V^, sont appliquées trois forces parallèles p^ p\ 
jP 5 les deux premières forces sont constantes, et la troi- 
sième variable. Déterminer le lieu du centre des forces 
parallèles» 

Ce lieu est la droite représentée par Téquation 

[ap + ûV ) h'[ + [(û" - û)/^ -f- [a" - a')p'\y 

= {bp -h ô'/) û" -f- [(r - h)p 4- [b" - b')p']x. 

5. n forces parallèles et constantes sont appliquées à 
n points f n — i de ces points restent fixes , pendant que 
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le dernier décrit une courbe. Montrer que le centre des 
forces parallèles décrit une courbe semblable et sembla-- 
blement placée. 

Considérons en particulier deux corps dont Vun reste 
fixe, tandis que le centre de gravité de l'autre décrit un 
cercle d'un mouvement uniforme. 

Soient P le poids du corps fixe, G son centre de gra- 
vité, P' et G' le poids et le centre de gravité du corps 
mobile, a la distance du point fixe G au centre O du 
cercle décrit par G'. 

Le centre de gravité G de l'ensemble des deux corps dé- 
crit d'un mouvement uniforme un cercle dont le centre O' 
est sur la droite GO, à une distance du premier point 
P' 

Supposons que le corps P soit une forte aiguille, et P' 
un petit poids qui tourne dans un plan vertical par l'effet 
d'un mouvement d'horlogerie fixé à l'aiguille. Si nous 
suspendons le système par un axe horizontal passant au 
point O', le centre de gravité G devra se trouver constam- 
ment au-dessous dé ce point sur la même verticale 5 et, 
par suite, l'aiguille tournera autour de O' d'un mouve- 
ment uniforme. Elle pourra marquer les heures. 

Cette petite machine a été construite : on la nomme 
ïhorloge magique, parce que l'aiguille revient d'elle- 
même sur l'heure quand on l'en a écartée. 

6. Les centres de grav^ité de Vaire et du contour d*un 
polygone circonscrit à une circonférence sont toujours 
situés sur une droite qui passe par le centre de cette cir» 
conférence / leurs distances au centre de la circonférence 
inscrite sont entre elles dans le rapport de n àZ. 

En effet, décomposons le polygone en triangles ayant 
leur sommet commun au centre du cercle inscrit. Pla- 
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çoDS ensuite aux trois sommets de chaque triangle des 
masses sphérîques égales, ayant feurs centres aux sommets 
et proportionnelles aux aires des triangles, c^est-à-dire à 
leurs bases. Le centre de gravité du contour sera celui des 
poids placés aux sommets du polygone. Admettons que 
tous ces poids soient réunis en une seule masse à leur 
centre de gravité. Alors le centre de gravité de l'aire s'ob- 
tiendra en composant cette masse avec celle qui se trouve 
au centre du cercle et qui est moitié moindre^ il sera 
donc situé sur la droite qui réunit le centre du cercle au 
centre de gravité du contour, et sa distance au premier 
point sera double de sa distance au second, ce qui démontre 
le théorème. 

Cette proposition a lieu pour un triangle quelconque ; 
elle s'appliquerait aussi à un polygone gauche dont les 
cS5tés seraient tangents à une sphère. Seulement il fau- 
drait, dans ce cas, remplacer l'aire polygonale par la 
somme des aires triangulaires qui ont leur sommet com- 
mun au centre de la sphère et qui ont pour bases les côtés 
du polygone circonscrit. 

Brassine, Journal àe M. Liouville, t. VIII; i843. 

7. Le centre de grai^ité d'un polyèdre circonscrit à 
une sphère est situé sur la droite gui joint le centre de 
gravité de la surface de ce polyèdre avec le centre de la 
sphère inscrite. 

Les distances du centre de gravité du polyèdre et du 
centre de gravité de sa surface au centre de la sphère 
inscrite sont entre elles dans le rapport de'i â 4* 

Ces propositions sont vraies pour une pyramide trian- 
gulaire quelconque. Elles se démontrent comme celles 
qui précèdent, seulement les triangles sont remplacés par 
des pyramides triangulaires ayant leur sommet commun 
au centre de la sphère inscrite. 
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Ce mode de démonstratiQu s'applique avec avantage à 
la plupart des propositions connues sur les centres de gra- 
vité des polygones et des polyèdres. 

Brassine, Journal de M. liouviHe, t. VIII; i843. 

8. Démontrer que si trois hommes soutiennent par les. 
trois sommets une plaque triangulaire, homogène et d*é~ 
gale épaisseur, chacun d'eux porte un poids égal. 

9. Quatre hommes ont à porter une plaque tiiangu-- 
lairey homogène et d* égale épaisseur. Deux d ^ entre eux 
la prennent chacun par un sommet. A quels points du 
bord doii^ent la saisir les deux autres, afin que le poids 
soit également réparti entre les quatre porteurs ? 

On démontre aisément que les points cherchés sont 
situés sur les côtés qui aboutissent au sommet libre, à 
une distance de celui-ci égale au tiers du côté. 

10. Trois hommes ont à transporter une plaque ho- 
mogène, d'égale épaisseur, formant un parallélo-^ 
gramme. Hun d^eux saisit la plaque par un sommet. 
On demande à quels points du contour les deux autres 
porteurs dois^ent la saisir^ afin que le poids soit égale^ 
ment réparti entre eux tous. 

Ils doivent prendre la plaque au milieu des côtés du 
parallélogramme non adjacents au premier sommet. 

H. Les côtés d^un triangle ABC sont divisés en seg^ 
ments proportionnels par les points D, E, F 5 c'est-à-dire 

que Von a 

BD CE AF 
DC "^ EA "" FB ■ 

Montrer que le centre de gravité de Vaire du triangle 
DEF coïncide avec celui de l'aire du premier triangle» 



STATIQUE. 4^ 

Débconstratjon. — On sait que le centre de gravité 
de Taire d'un triangle coïncide avec celui de trois poids 
égaux placés aux sommets. 

Plaçons aux extrémités de chaque côté du triangle ABC 
deux poids proportionnels aux segments adjacents, et 
dont la somme soit égale à P. Chaque sommet portera le 
même poids P. Or, les deux poids appliqués à l'un quel-^ 
conque des côtés, BC, ont pour résultanteun poids P ap- 
pliqué en D. Donc trois poids P, appliqués aux sommets 
du premier triangle, ont même résultante que trois poids 
égaux appliqués aux sommets du second triangle ; il s'en- 
suit que les deux aires triangulaires ont même centre de 
gravité. 

On peut en conclure que les médianes des deux trian- 
gles se coupent au même point. 

12. Un jeu de cartes est placé sur la table. On avance 
la carte de dessus dans le sens de sa longueur y aussi loin 
quelle peut se tenir horizontale . Sans déranger la posi-- 
tion de cette première carte sur la seconde^ on aisance 
celle-ci, autant que possible. Sans déranger les positions 
relatives des trois premières cartes ^ on avance pareille- 
ment la troisième; et ainsi de suite, jusqu'à la carte de 
dessous qui reste immobile. 

On demande de déterminer les distances dont les 
cartes successives avancent Vune sur Vautre. 

Les distances cherchées sont les produits de la demi- 
longueur d'une carte par les termes successifs de la pro- 
gression harmonique 

III I 



ï, — ? -^5 79 • • • 1 —9 



7 .j7 /7---7 7 ,.--- 

2^4 /< /l -f- I 

La courhe qui passe par les extrémités des cartes est une 
logarithmique. 
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SECTION XL 

THÉORÈME DE GULDIN. 

Lorsqu'une aîre plane tourne autour d'un axe extérieur 
situé dans son plan, le volume du solide engendré est égal 
à celui du prisme qui aurait pour base l'aire génératrice, 
et pour hauteur la longueur de l'arc de cercle parcouru 
par le centre de gravité de Faire. 

Lorsqu'une courbe plane tourne autour d'un axe exté- 
rieur situé dans son plan, Taire de la surface engendrée 
est égale à celle du rectangle dont les côtés seraient égaux 
en longueur à la courbe génératrice et à l'arc du cercle 
parcouru par le centre de gravité de la courbe. 

Il est clair que la figure mobile doit être située tout 
entière d'un même côté de l'axe de rotation. 

Ces deux propositions furent d'abord énoncées par Pap- 
pus, géomètre d'Alexandrie, dans la préface du livre Vil® 
de ses Collections mathéindtiques (*) ; toutefois on les 
nomme ordinairement théorèmes de Guldin, parce que 
ce savant jésuite les a démontrées et signalées à l'attention 
des géomètres par des applications élégantes, dans son 
Traité De centro gra\^itatîs, lib. II et III (i635.) 

1 . L'aire comprise entre une parabole, Vaxe de cette 
courbe et une ordonnée perpendiculaire exécute une 
révolution complète autour de V ordonnée. Déterminer 
le volume du solide engendré. 

Soient y l'ordonnée, x sa distance au sommet, x la 
distance de cette même ordonnée au centre de gravité de 
Taire. 

{*) Cet ouvrage fut public pour la première fois dans Tannée i58S. 
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Le volume cherché est 

V = 27rj:X aire. 

Or, X = ]r a:, et l'aîre est égale à •= o^y, par conséquent 

i5 

On peut observer que le volume du cylindre engendré 
par la révolution du rectangle construit sur l'ordonnée j- 
et Fabscisse x tournant autour de la même ordonnée, est 
égal à 

2 7r«-x.xr, ou TTx^r, ou -jr- V. 

2 "^ 8 

Ce problème fut proposé par Kepler dans sa Stéréomé^ 
trie y et résolu par Guldin, De centra gravitatis, lib. Il, 
cap. xii, prop. 6. 

2. Déterminer le centre de graynté d^un arc de cercle. 

Faisons tourner l'arc de cercle autour d'un diamètre 
parallèle à sa corde. Il engendre une zone sphérique dont 
la surface est égale au produit de 27r par le rayon et par 
la corde. Or, d'après le ihéprème de Guldin, cette même 
surface est égale au produit de l'arc et de la circonférence 
décrite par le centre de gravité de l'arc. 

Soit X la distance de ce centre de gravité au diamètre. 

Nous avons 

27r X rayon X corde = arc X awa:; 

d'où 

- rayon X corde 

arc 

3. Le théorème de Guldin subsiste quelque petit que 
soit l'angle décrit par la figure mobile dans sa rotation 
autour d'une droite tracée dans son plan. Il s'ensuit que 
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si Ton imagine un plan qui roule sans glisser sur une sur- 
face développable, une aire tracée dans ce plan engendre 
dans ce mouvement un volume égal au produit de cette 
aire par la longueur du chemin que décrit son centre de 
gravité. De même, une ligne tracée sur le plan engendre 
une surface égale au produit de la longueur de cette ligne 
par la longueur du chemin que parcourt son centre de 
gravité. 

On suppose que la figure tracée dans le plan mobile 
reste toujours d'un même côté par rapport à la droite 
mobile de contact entre le plan et la surface dévclop- 
pable. 

Exemple. — Un plan roule sans glisser sur un cy^ 
lindre circulaire. Calculer le ^volume et la surface du 
solide qu engendre un cercle tracé sur le plan. 

Soient a le rayon du cercle, r le rayon du cylindre, 
b la distance initiale du centre du cercle à la génératrice 
de contact, co Tangle décrit par le plan, ou, si Ton veut, 
Tangle décrit par un plan mobile qui passerait constam- 
ment par Taxe du cylindre et par la génératrice de con- 
tact. 

La distance du centre du cercle à la génératrice de 
contact est & -H rot)^ la longueur de Tare de développante 
de cercle décrit par ce centre est donc 

I (^ H- r«)flfw = w ( ^ H — rwj. 
Il s'ensuit que le volume du solide engendré est 
w (b H — rw |5 

atd ( ^ H — rw ]• 



îca 
et sa surface courbe 

2ïr 
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4. Déterminer le volume et la surface de F anneau 
engendré par la réi^olution d'^un cercle autour d^un axe 
extérieur situé dans le même plan. 

Si l'on représente par a le rayon du cercle et par h la' 
distance de son centre à l'axe, on trouve que le volume 
est 2 7r'^a*i, et la surface ^it^ah, 

5. Déterminer le volume du solide engendré par la 
demi-révfolution d'une ellipse autour d^un axe extérieur 
situé dans son plan. 

Soient 2 a, 26 les axes de Fellipse, et c la distance de 
son centre à l'axe de révolution. Le volume cherché est 
égal à TZ^abc. 

6. Déterminer le volume engendré par- Taire com^ 
prise entre une parabole, Taxe de cette courbe et une 
ordonnée perpendiculaire, lorsque cette aire tourne d'un 
angle 9 autour de la tangente au sommet. 

Si l'on nomme y l'ordonnée et x sa distance au som- 
met, on trouve que le volume cherché est égal à - ôx^j, 

o 

7. Déterminer le volume et la surface du solide en- 
gendré par la réi^olution d'un arc entier de cycloïde 
autour de sa base. 

Soit a le rayon du cercle générateur de la cycloïde. 
On trouve que le volume est Stt'û', et la surface 
64 , 

8. Déterminer le volume et la surface du solide en- 
gendré par la réi^olution de la moitié d'un arc de cy- 
cloïde autour de Taxe de cette courbe. 

Si l'on nomme a le rayon du cercle générateur de la 
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cycloïde, on trouve que le volume est Tia* ( ^ H U et 

la surface Snà* In — ^ J« 

9. Déterminer le ^volume du solide engendré par la 
réi^olution d^un triangle rectangle autour de son hypo- 
ténuse. 

Si les côtés de l'angle droit sont a et b^ le volume 
cherché est 
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CHAPITRE IL 

ÉQUILIBRE D'UN POINT MATÉRIEL. 



Soient P Tune quelconque des forces qui sollicitent un 
point matériel M 5 o?, 5, y les angles que forme la direc- 
tion de cette force avec trois droites qui ne sont pas pa- 
rallèles à un même plan, et Z un signe sommatoire qui 
s'étend à toutes les forces P. 

Pour que le point M reste en équilibre, il faut et 11 
suffit que la somme des projections des forces sur chacune 
des droites fixes soit nulle, c'est-à-dire que l'on doit 
avoir 

2Pcosa = o, 2Pcosp=o, 2Pcos7 = o. 

Stevin, de Bruges (*), énonça le premier les conditions 
d'équilibre d'un point matériel. Après avoir examiné la 
condition d'équilibre d'un point pesant posé sur un plan 
incliné et retenu par une force parallèle à ce plan, il en 
conclut que, généralement, pour que trois forces se fas- 
sent équilibre autour d'un point, il faut et il suffit qu'elles 
soient proportionnelles aux côtés d'un triangle formé par 
des parallèles à leurs directions. Un principe aussi impor- 
tant demandait une démonstration rigoureuse^ Rober- 
val (**) la donna en s'aidant de la considération du levier. 

Le théorème du parallélogramme des forces n'est qu'une 
simple modification du principe de Stevin ] toutefois, il 
ne fut énoncé qu'un siècle plus tard par Newton (***) et 

(*) Beghinselen der Waaghkonst; i586. I®' livre delà Statique, prop. 19. 
(**) Traité de Mécanique; i636. 
(***) Principia, lex lU, cor. a; 1687. 
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Varignon (*) qui le découvrirent presque simultanément. 
Daniel BernouUi (**) fut le premier qui démontra ce 
théorème comme principe de Statique et sans employer 
la considération du mouvement. Depuis cette époque, le 
théorème du parallélogramme des forces a été démontré 
de bien des manières 5 Jacobi (***) en a recueilli dix-huit 
démonstrations de différents auteurs. 

Ajoutons encore que la même année où Newton et Va- 
rignon énoncèrent la loi du parallélogramme des forces, 
Lami (****) publia la proposition suivante, qui n'est, 
pour ainsi dire, qu'un nouvel énoncé de celle du parallé- 
logramme : Lorsqiiun point matériel reste en équilibre 
sous V action de trois forces P, Q, R, on a 

P:Q:R::sin(Q, R):sin(R, P):sin(P, Q). 

SECTION I. 

ÉQUILIBRE SANS FROTTEMENT. — ATTRACTION. 

1 . Un fil ACBQ, parfaitement Jlexible y est attaché en 

un point fixe par l'une de ses extrémités A, 

passe dans un anneau 6 situé à la même 

hauteur que le point A, et supporte un 

poids Q par son autre extrémité. En un 

point C de la partie du fil qui est comprise 

JL entre A et B, on fixe un poids P tel, que^ 

V 5. lorsque le système est en équilibre, le 

point C se trouvée à égale distance des verticales menées 

par A et B. Déterminer le rappon des poids P e« Q. 



(*) Projet de la nouvelle Mécanique ; 1687. 
(**) Comment, Petrop., t. I, p. 126; 1726. 

(***) Whewell's Philosopha qf the inductive sciences, 1. 1, p. 197. 
(****) Nouvelle manière de démontrer les principaux théorèmes des élé- 
ments de Mécanique, 
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On néglige le poids du fil et le frottement sur Van^ 
neau. 

Soit CD une perpendiculaire abaissée du point G sur 
la droite AB; posons 

AB — Oy AC ~ by ACD = 0, 

et nommons T la tension du fil ÂC. 

n est clair que la tension du fil BC est égale à Q, et, 
puisque D est à égale distance de A et de 6, on a 

BCD r=r 0. 

Ceci posé, projetons les trois forces P, Q, T, qui solli- 
citent le point C, successivement sur une ligne horizon- 
tale et sur une ligne verticale 5 il'vient 

Tsinô i=QsinG, 
(T-t-Q)cosôcz:P; 
d'ailleurs 

- nz ^smô. 
Si Ton élimine T et entre ces trois équations, on trouve 

2. Un point matériel M, posé sur la surface d *un e/- 
Upsoïde de révolution^ est attiré vers les foyers F, F' par 

deux forces proportionnelles à MF et MF' . Déter^ 
miner la position d'équilibre. 

On néglige le frottement du point matériel sur la sur- 
face. 

Soient a a Taxe de révolution, et r, r' Iss distances du 
point matériel aux foyers. 

I, 2® ÉDIT. 4 
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Si nous considérons la section faite dans la surface par 
le plan qui contient les foyers et le point matériel^ et que 
nous projetions les deux forces sur la tangente en ce 
point à Fellipse de section, en observant que cette tan- 
gente est également inclinée sur les deux rayons vecteurs, 
nous aurons la condition d'équilibre 

qui, avec la relation 



: 2âr. 



détermine les distances r, r'. 



Fig. /|. 



3. Un fil ACB inextensible et sans poids ^ de longueur 

donnée, est attaché par 
ses extrémités à deux 
points fixes A, B. Un 
autre fil inextensible et 
sans poids est attaché 
au point B, passe dans 
un très'petit anneau pe- 
sant C, qui est lui-même 
enfilé dans le premier 
fil ACB, et porte à son 
extrémité inférieure un 
poids P. 

Déterminer la position d'équilibre d'un tel système. 

Soient A, B, C les angles et a, i, c les côtés du triangle 
ABC, ip son périmètre, a Tangleque fait AB au-dessus 
de Fhorizontale, fx le poids de l'anneau C. 

D'après les formules bien connues qui donnent les 
angles d'un triangle en fonction de ses côtés, on a 




(0 



A B 

tang -. tang - 



p — c 
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Pour exprimer que les forces appliquées au point C se 
font équilibre, il suffit d^ écrire que leurs projections ho- 
rizontales et verticales se détruisent séparément. U vient, 
en nommant t la tension du fil ACB, 

(P-i-f)cos(a-i-B) =:/cos(A — a) 
et 

(P-4-/)siD(a4-B) -+- rsin(A — a) =: P -h p. 

De la première de ces équations on tire la valeur de r, 
on la reporte dans la seconde-, alors celte dernière, en 
ayant égard à la relation (i), peut se mettre sous la forme 

B A Pc— (2/? — r)fP4-u)sina 

tang tang — =: 7- —^ ^ • 

^2. ** a /?(P-h fAJcosa 

A B 

On connaît le produit et la différence de tang — et tang - 9 

on sait trouver ces quantités à Taide d'une équation du 
deuxième degré. 

Quand on néglige le poids (i de T anneau, on trouve 

A p — r I 4- sin a 



tang- 

B 

tang--=: 



p CCS a 

I — sin a 



cosa 



Fîg. 5. 



4. Toutes les molécules (Tune demi" sphère solide et 
homogène sont douées d^un pouvoir at-^ 
tractif en raison inverse du carré de la 
distance. En quellieu de Vaxe de ce corps 
faut-il placer un point matériel pour quil 
reste en équilibre sous Faction des forces 
attractives ? 

Soient CA l'axe de la demi-sphère, 
DCD' un diamètre de la base, O la posi- 
tion cherchée du point matériel, DAD' riniersection de 
la surface de la demi-sphère par le plan des droites CA, 

4. 
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DCD'; traçons la droite BOB' perpendiculaire à CA. 
D'un point M pris sur l'arc BA abaissons la perpendicu- 
laire MP sur Taxe, et d'un point m pris sur l'arc 6D 
abaissons de même la perpendiculaire mp. Posons 

CA = «:=zCD, CO = r, 0R = ^, Oiy^b', OMzirr, 
OV=iXy MP=j, Oiw~r', Op^x', mp=y'', 

nommons p l'attraction de l'unité de masse à l'unité de 
distance, et p la densité de la sphère. 

Ceci posé, l'attraction exercée sur le point O par une 
tranche MPM' perpendiculaire à l'axe et d'épaisseur dx 
est dirigée suivant OA, et a pour expression 

iti^^dx \ ^=z2itupxdx I — ^ ^LJ. — ^ 

= 27rfAp f I j dx; 

par conséquent, l'attraction X du segment de sphère 
06AB' est dirigée suivant OA, et est égale à 

27rfAp 1 ( I \ £lx = n ^np la — c — I —dx\» 

De même, l'attraction X' de la tranche CDBOB'D' est di- 
rigée suivant OQ et a pour valeur 



..«>(.-£f;^). 



Or la Géométrie nous donne la relation 

r^z=zx^-+- (rt 4-ar-hc) (a — x — c) =z b^ — 2r.r, 

d'où Ton tire 

cdx =. — rdr^ 
ou 

xdx b^ — /•' . 
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par coDséquent, 

On trouve pareillement 



ic* 



dr% 



X' =. 2,rpp l^c + ^ jf (fc»~ r'O ^r'J, 
oa, ce qui est la même chose, 

X'=2ir,*p[c+^,^ (b-^r^)drl^. 

La condition d'ëqailibre 

X = X' 

peut donc s'écrire 

a^'2C=:—J^(b^^r^)dr 

Éliminant b et b' par les relations 

b^z=a*—c^ et b'^=a^'^c\ 
il vient d*abord 

(i) û» — 4^* = («»-. 2c2)V^âM^; 

puis, en élevant au. carré, 

I2C* — 8a^e •+■ 3a* = o. 
Cette équation détermine c. Elle n^a que. deux racines 
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On ea conclut que l'attraction de cette sphère sur un 
point placé à sa surface est égale à 



^^5 






par conséquent, le rapport de l'attraction du premier 
corps à celle de la sphère a pour expression 

5""*- 3 






Ce rapport difi%re peu de l'unîté. Il s'ensuit que l'at- 
traction newtonienne ne suflSt pas pour expliquer l'adhé- 
rence des molécules dans un corps solide. Il faut nécessai- 
rement admettre des forces moléculaires qui agissent avec 
une intensité beaucoup plus grande à de petites dis- 
tances. 

Le solide qui à égalité de volume exerce la plus grande 
attraction sur un point matériel est à peu près semblable 
à un œuf, dont le sommet le plus allongé serait au point 
attiré. La longueur de l'axe étant A, la plus grande or- 
donnée de la courbe méridienne est 



V^-' 



son abscisse ou sa distance au sommet est 



^*\/^- 



Marquis de Saint- Jacques, Mémoires des Sapants 
étrangers y t. I, p. lyS; lySo. 

Gauss, Pnncipia generalia theoriœ figuras fluidorum 
in statu œquiiibrii; Gœttingue, i83o. 
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6. Démontrer la proposilion suivante : 

Si l'on admet que V attraction de la matière ne dépend 
p. Q que de la distance^ la seule loi 

d"^ attraction y suivant laquelle 
une couche spliérique homo^ 
gène n exerce aucune action 
sur un point intérieur^ est celle 
de V attraction en raison in- 
v^erse du carré de la distance^ 
mais si Von suppose que Vat- 
traction dépend à la fois de la 
distance et du rayon de la couche sphénque, il est une 
infinité de lois diaprés lesquelles la couche n'exerce 
aucune action sur le point intérieur. 

Soient r le rayon intérieur de la couche 5 

dr répaisseur infiniment petite de cette couche; 

a la distance d'un élément E de cette couche au point 
attiré M 5 

c la distance du centre O au point M; 

6 Tangle que le rayon OE fait avec la direction OM; 

cp l'angle que la droite ME fait avec la même direction; 

et y (1/, r) l'attraction de l'unité de volume située sur 
la couche à la distance u du point attiré. 

La direction de l'attraction résultante coïncide évidem- 
ment avec la droite MO, et la valeur de cette résultante 
est 

K=z 27tr^dr j cosy sin 0/ ( m, r) dB. 

Or on a 

u sinG c sîn(ô4-ç)^ 

r siof r siof ' 

diflérentiant ces équations par rapport à u, c et ç, il 
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vient 



du 

et si l'on observe que 

^Ji,u,r) = ±p{u,r)du, 

car rest une constante, on verra aisément que l'attraction 
résultante peut se mettre sous la forme 

K=zii'!tr'dr^ j Isinô jf(Uyr)du\dB. 

Nous pouvons exprimer la variable 6 en fonction de la 
variable u : ces variables sont unies par la relation 

a^ = c* -h r' — 2cr cos 0; 

d'où 

u 
smBdQ = —du. 
cr 

Posons, pour abréger, 

(I) J/{u,r)du = ¥(u,r), 

(a) ÇuY(u,r)du — F(tt,r), 

et observons qu'aux limites 6 == o, 6 = ir correspondent 
les limites a = r — c, ii = r+C5 alors il vient 

(3) R^a.r^r.^p(- + ->-^7-^(---'-^]. 

Pour que l'attraction R soit nulle, il faut que la quantité 

F{r + c,r) — P[r^c,r) 

c 

soit indépendante de c^ nous pourrons donc poser 

F[r -h c, r) — iP(r — €?, r) = e^ (r), 
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c^ (r) étant une quantité indépendante de c. On en con- 
clut, par une double différentiation relative À c, 

(4) /';(r-4-c,r)-F;{r-r,r)=o. 

Maintenant, il nous faut distinguer deux hypothèses. 
Admettons d'abord que la loi de Tattraction soit indépen- 
dante du rayon de la couche 5 alors ^(m, r) se réduit à 
/(m), et l'équation précédente devient 

Ici r et c sont quelconques ; il en est de même de leur 
somme r-f- c et de leur différence r — c^ d'ailleurs 

F:{r-c)=.F:^,(r-c)i 

par conséquent, la dérivée seconde i^"( m) est indépen- 
dante de u, et la dérivée troisième -F"' (m) est nulle. 
Or, d'après l'équation (2), ou a 

F'{u)=.u¥{u), 

(5) F"{u) = F{u)-^ur{u), 

et, si l'on a égard à l'équation (1), 

F"'{u)=z:i/{u)-hu/'{u). 

Ainsi la fonction y(ix), qui représente la loi de l'attrac- 
tion, doit vérifier l'équation 

«'/'(«) -h 2y(a) = o, 
laquelle donne, par intégration, 

u^/{u) z= const = A, 



A'')=è 



c'est la loi de la nature. 
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7. Passons à la seconde hypothèse, où l'on suppose que 
la loi de Fattraction dépend du rayon de la couche. 

Dans Téquation (4)5 le rayon r ne peut être considéré 
comme une quantité arbitraire*, par conséquent, on ne 
peut se donner à volonté qu'une seule des quantités r + c, 
r — c. Nous prendrons 

r -\- c = Uy dVù r — c= 2r — u. 
Alors l'équation (4) nous donne 

F: (if, r)- 2î';,_„(2r- u, r) = 0, 

OU, d'après la formule (5), jointe à l'équation (i),' 
F(w,r)4-«/(a,r)— F(2r— M,r) — (2r-- tf)/(2/-— a,r) = o, 
Dîfférentions par rapport à m, il vient 

2/(a, r) -h u/;^ («, Ht 2/(2r — «, r) 

H-(2r— w)/,V_H(2r— «,r)zz:o. 

Cette équation nous montre que la fonction y*(a, r) est 
assujettie à cette seule condition, que la quantité 

2/(1*, r) -h «/;(«,/•) 

change de signe et non de valeur, lorsque l'on y change u 
en ar — i/; cela revient à dire que la quantité dont il 
s'agit est l'ordonnée correspondante à l'abscisse u, dans 
une courbe qui a pour centre le point de Taxe des abscisses 
correspondant k u = r. 
Soit 

l'ordonnée d'une courbe qui jouit de celte propriété. On 
pourra poser 

2a/(a, r) h- a»/J (a, r) =: tt<p (a, r) ; 
alors 

/(«,'•) = -,/ uff(u,r)du 
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représentera une loi d'attraction pour laquelle une cou- 
che' sphérique de rayon r n'exercera aucune attraction sur 
un point intérieur. 
Prenons, par exemple, 

/ = «('• — «), 

a désignant une constante. 
Nous aurons 



/•{«.'•) = «(^'--5«)' 



La première partie du théorème qui précède est de 
Laplace [Mécanique céleste^ liv. II, chap. ii) 9 la seconde 
partie, relative à une loi d'attraction qui dépend du 
rayon de la couche, a été remarquée par M. Bertrand 
dans son Cours au Collège de France. 

8. Trouv^er toutes les lois d^ attraction qui ne dé- 
pendent que de la distance, et suiv^ant lesquelles une 
couche sphérique homogène attire un point extérieur 
comme si elle était tout entière condensée en son 
centre. 

Si nous conservons la notation du théorème précédent; 
l'équation (3) de ce théorème nous donne, dans le cas 
actuel) 

d'où l'on tire 

F(c-t- r) — F{c — r)=:2fv j /{c)dc -h eff{r)y 

<f (/•) étant une quantité indépendante de c. 

Dans cette dernière équation, les dérivées secondes du 
premier membre par rapport à c et par rapport à r sont 
évidenunent égales; nous pouvons donc égaler entre elles 
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les dérivées secondes du deuxième membre -, il vient alors 

c de 2r dr^ 

Le premier membre de celte équation est indépendant 
de r, le second est indépendant de c\ il faut donc que 
chacun des deux membres soit une constante : nous 
nommerons cette constante 3 A ; en sorte que 

af(c) , df(c) 



de 



=: 3A. 



Intégrons, et nommons B une nouvelle constante \ il 
viendra, en remplaçant c par n^ 

/(l/)zzzAa-|-i. 

Telle est la forme des lois d'attraction suivant lesquelles 
une conche sphérique attire un point extérieur comme si 
elle était condensée en son centre. On voit que, parmi les 
lois d'attraction qui jouissent de cette propriété^ la loi de 
la nature est la seule d'après laquelle l'attraction soit peu 
considérable à de grandes distances. 

Laplace, Mécanique céleste^ liv. II, chap, n. 

9. Vnfil très-mince AOB, soutenu par ses deux extré^ 
mités y porte par V intermédiaire d'un anneau O un poids 
précisément égal à la plus grande tension que le fil 
puisse jupporter sans se rompre. On demande quelle 
est la limite que r angle AOB ne peut dépasser quand 
on ou^re de plus en plus cet angle en écartant les extré- 
mités du fil. On négligera le poids du fil et celui de 
Vanneau. 

' Il est aisé de reconnaître que le fil se brisera dès que 
Tangle AOB dépassera 120 degrés; car la tension du fil 
atteint sa limite quand le triangle formé par des parai- 



A 
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lèles aux trois forces qui sollicitent le point O devient 
équilatéral. 

iO. TJn poids P est maintenu en équilibre sur un 

Fîg.7 . plan incliné BA par V action 

p 
de trois forces égales à -y et 

dirigées, Vune en sens con- 
traire de la pesanteur^ Vautre 
dans la direction AB, la troi- 
sième suivant V horizontale 
AC. Quelle est V inclinaison 
du plan BA sur V horizon ? 

Cette inclinaison est égale à 2 arc tang-* 

11. Deux Jorces données F, F', respecti\^ement pa- 
rallèles à la base et à la longueur d^un plan incliné ^ 
sollicitent altemati\fement une même molécule pesante 
posée sur ce plan. Quel doit être le poids P de cette mO" 
lécule pour quelle reste en repos P 

On trouve 

12. Deux poids P et Q sont unis par un fil PCQ en- 
gagé sur une poulie C 5 le poids Q pend librement ^ le 
poids P s'appuie sur un plan qui fait ai^ec l'horizon un 
angle connu a y et tout le système est en équilibre. Déter- 
miner l'angle que le fil CP forme ay^ec le plan incliné et 
la pression que le point P exerce sur ce plan. 

Si Ton nomme R la pression et 6 l'angle cherché^ on 
trouve 

= arc cos — ——5 R — P cosa — ^Q^ — P* sin^a. 
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13. On courbe un tube très-étroit suivant une para-- 
bole dont l'axe est dirigé verticalement de bas en hauty 
et dans l 'intérieur de ce tube on place un point matériel 
qui peut glisser librement. On suppose que ce point est 
sollicité à la fois par la pesanteur et par une force 
répulsive émanée de l ^axe de la parabole, proportion^ 
nelle à la distance d^ cet axe. Trouver les conditions 
de V équilibre du point. 

Soit fz l'intensité de la forcé émanée de l'axe lorsqu'elle 
s'exerce à l'unité de distance. 

Si le paramètre de la parabole est égal à ~9 le point 
placé où l'on voudra dans le tube y restera en équilibre ; 
si le paramètre est différent de -5 l'équilibre est impos- 
sible. 

14. ZJn triangle isocèle est formé par trois lignes 
niatérielles et homogènes, qui sont douées d^ un pouvoir 
attractif en raison inverse du carré de la distance. Un 
point matériel est placé en un point donné de la per- 
pendiculaire abaissée du sommet sur la base^ et reste en 
équilibre sous Vaction des forces émanées des côtés. 
Déterminer l'angle au sommet. 

Soient a elb les distances du point matériel au sommet 
et à la base. 

L'angle au sommet est égal à ^arcsin ( t ) * 

15. Deux droites matérielles et homogènes AB, AC 
se coupent à angle droit, et attirent inversement au 
carré de la distance un point matériel situé au pied de 
la perpendiculaire AP abaissée de A 5ur BC. Déterminer 
la grandeur et la direction de la force nécessaire pour 
maintenir en équilibre le point attiré. 
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Soient 

BC = a, Ck = by AB — c, 

m la masse répartie sur l'unité de longueur dans les 
droites matérielles, et (x l'attraction de l'unité de masse à 
Tunité de distance. 

, La force cherchée est égale à ^m-^» et fait un angle, 

b C ON 

de 45 degrés avec chacune des deux droites AB, AC . 

16. Un triangle ABC est formé par trois droites ma^ 
térielles, homogènes et de densités différentes, qui atti- 
rent en raison iwerse du carré de la distance. Déter- 
miner les conditions d'équilibre d'un point matériel 
placé dans V intérieur du triangle. 

Soient X,fji, v les densités des côtés BC, CA, AB, et 
p^ q, r les distances du point matériel à ces mêmes côtés. 
Les conditions d'équilibre sont 

X p V 

Lorsque les côtés des triangles sont de même densité, le 
point matériel doit êlre placé au centre du cercle inscrit. 

Si du point attiré, comme centre, on construit un 
cercle tangent à la droite qui l'attire et de même nature, 
puis que l'on trace deux rayons quelconques ^ le seg- 
nient de la droite et l'arc du cercle qui sont compris 
entre les deux rayons exercent sur le centre des attrac- 
tions égales (*). 

En effet, supposons que les deux rayons soient infini- 
ment voisins. Ils forment sur l'élément du cercle et sur 
celui de la droite qu'ils interceptent deux triangles de 
même hauteur : ces deux triangles sont donc entre eux 

(*) Ce théorème se trouve dans la Dynamique de Earnsliaw. 

I, Q® ÉDIT. 5 
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comme leurs bases. Si nous prouvons que les mêmes 
triangles sont entre eux comme les carrés des distances de 
leurs bases infiniment petites au centre du cercle, il sera 
démontré que les éléments du cercle et de la droite com- 
pris entre les deux mêmes rayons ont des longueurs ou 
des masses proportionnelles aux carrés de leurs distances 
au point attiré, et par suite qu'ils exercent sur ce point 
des attractions égales. Soient A et 6 nos deux triangles. 
On peut remplacer l'un d'eux A par un triangle A' sem- 
blable au triangle B, sans altérer les grands côtés et la 
surface des triangles, si ce n'est de quantités infiniment 
petites par rapport à ces quantités elles-mêmes. Or les 
triangles A' et B étant entre eux comme les carrés de 
leurs grands côtés, il en sera de même à la limîle pour 
les triangles A et B; et à la limite l'un quelconque des 
grands côtés peut être pris pour la distance de la base au 
centre du cercle. 

On verra de même que, si l'on suppose l'attraction en 
raison inverse du cube de la distance, un cône intercepte 
sur une sphère qui a son centre au sommet, et sur un • 
plan tangent de même épaisseur et de même matière, 
deux surfaces qui attirent également un point matériel 
placé au sommet. 

D'après cela, lorsqu'un point matériel est placé dans 
l'intérieur d'un tétraèdre, dont les quatre faces sont des 
plans homogènes de même épaisseur et qui attirent en 
raison inverse du cube de la distance, les conditions d'é- 
quilibre du point sont exprimées par les relations 



dans lesquelles p^ q^ r, s représentent les distances du 
point attiré aux faces du tétraèdre, et X, j^t^ v, p les den- 
sités de ces faces. 
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17. Toute zone sphérique, considérée comme maté- 
rielle et homogène^ telle que le plan de Vun des cercles 
de base SQÎt à égale distance du pôle et du plan de la 
seconde base^ attirera le pôle a^ec une force égale à 

7rfzplog2, 

joest la densité, fi est l'attraction de Funité de masse à 
l'unité de distance. 

18. Démontrer que Vattraction d\ine demi-sphère 
homogène sur le centre est égale à celle de la sphère en- 
tière sur un point de sa surface. 

SECTION IL 

ÉQUILIBRE AVEC FROTTEMENT. 

Dans la Mécanique rationnelle, on considère ordinai- 
rement les corps solides comme tout à fait incompres-' 
sibles et terminés par des surfaces parfaitement unies. 
Aussi, quand il s'agit d'un corps* pesant qui repose par 
une face plane sur un plan horizontal fixe, on admet que 
toute force horizontale appliquée sur ce corps lui com- 
munique un mouvement, quelque petite que soit cette 
force. Dans la réalité, il n'en est pas ainsi : la force appli- 
quée doit dépasser une cerlaine limite pour produire le 
mouvement; car les corps de la nature sont plus ou 
moins compressibles, et toujours terminés par des sur- 
faces qui présentent une multitude de petites aspérités. 
Il faut donc admettre que, dans le cas d'une force trop 
faible pour produire le mouvement, la réaction du plan 
sur la surface en contact ne se compose pas uniquement 
d'une force normale à la surface, mais aussi d'une force 
tangentielle égale et contraire à la force appliquée. Cette 
réaction tangentielle est le frottement, 

5. 
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Ce qu'il importe surtout de connaître, c'est la limite 
que la force de frottement ne peut pas dépasser dans des 
circonstances données*, l'expérience seule peut déter- 
miner cette limite. Voîcî les résultats auxquels elle a con- 
duit. 

Considérons généralement deux corps en contact, l'un 
d'eux étant fixe. Nommons R la pression normale qui 
s'exerce entre les deux surfaces, et F la plus grande force 
que l'on puisse appliquer à l'un des deux corps sur sa sur- 
face de contact, et parallèlement à cette surface, sans lui 
communiquer de mouvement. La force F, que l'on nomme 
frottement au départ, est proportionnelle, pour deux 
substances données, à l'étendue des surfaces en contact et 
à la pression partielle qui s'exerce sur une étendue déter- 
minée de ces surfaces, si Ton suppose que la pression 
totale est également répartie sur tous les points de con- 
tact. On énonce ordinairement cette loi de la manière 
suivante : 

Pour deux substances données, le frottement au d!é- 
part est proportionnel à la pression normale, et quand 
la pression est la même, il est indépendant de l'étendue 
des su/ faces en contact. 

Il en résulte que, si l'on pose 

Fr=:pR, 

la quantité fx sera constante pour deux mêmes substances, 
quelles que soient la pression et l'étendue des surfaces en 
contact. Celte constante (x est nommée coefficient de frot- 
tement. 

Lorsqu'un corps pesant est lancé le long d'un plan ho- 
rizontal sur lequel il s'appuie par une face plane, on ob- 
serve que la vitesse imprimée s'épuise peu à peu; tandis 
qu'elle devrait rester constamment la même, si la réac- 
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tion du plan était tout entière normale. Il faut donc ad- 
mettre que la surface en contact éprouve une réaction 
tangentielle, lors même que le mouvement est établi. 
Cette réaction est le frottement dynamique^ ainsi nommé 
pour le distinguer du frottement au repos ou frottement 
statique. Ces deux frottements se nomment encore frot- 
tements de glissement ou frottements de première 
espèce^ pour les distinguer du frottement de roulement 
ou frottement de seconde espèce^ dont nous parlerons 
plus tard (*). 

Généralement, lorsque deux corps animés de vitesses 
différentes glissent l'un sur l'autre, le frottement dyna- 
mique est mesuré par une force égale et contraire à la 
force qu'il faudrait appliquer à Tun des corps sur sa sur- 
face de contact et en sens contraire de sa vitesse relative 
à la seconde surface, pour maintenir le mouvement relatif 
tel qu'il se continuerait si les deux corps n'exerçaient 
l'un contre l'autre qu'une simple réaction normale. On 
voit que le frottement dynamique est une forée tangen- 
tielle qui tend à égaliser les vitesses des points en contact. 

Zc frottement dynamique est soumis aux mêmes lois 
que le frottement statique au départ^ déplus, il est in- 
dépendant de la vitesse re/atii^e des surfaces en contact , 
au moins dans les cas ordinaires de la pratique. Le coef- 
ficient de frottement dynamique est toujours sensible- 
ment inférieur à celui de frottement statique entre les 
mêmes surfaces. 

C'est en vertu de celte dernière loi qu'un corps pe- 
sant, d'abord en repos sur un plan dont rinclinaison est 
peu inférieure à celle qui ne permettrait plus à l'équi- 
libre de subsister, commence à descendre pour ne plus 

( *) Sfynamiqtie, cbap. VU, Beet. 11. 
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s'arrêter, dès que Ton produit dans le syslème un léger 
ébraulement. 

D'après ce que nous avons dit, la composante tangen- 
tielle de la réaction totale est égale à /ixR lorsque le mou- 
vement relatif est sur le point de naître et aussi lorsque le 
mouvement est établi, pourvu que dans ce cas on en- 
tende par (X le coefficient de frottement dynamique. Il en 
résulte que Fangle de la réaction totale avec la perpendi- 
culaire à la surface de contact a pour tangente le coeffi- 
cient (Â. Cet angle, arctangjm, se nomme angle defroUC" 
ment. Il est aisé de voir que dans le cas où [i représente le 
coefficient de frottement au départ entre un plan et un 
corps pesant, le corps glissera sur le plan en vertu de son 
poids, toutes les fois que Tinclinaison du plan sur Tho- 
rizon sera supérieure à Fangle arctang^z, et restera en 
repos quand Tinclinaison sera moihdre. 

Les lois du frottement statique ont été découvertes 
par Amon tons (*). Camus (') et Désaguliers (') ont re- 
marqué les premiers que le frottement dynamique est plus 
petit que le frottement au départ. L'exactitude de ces lois 
fut longtemps contestée, par suite de l'imperfection des 
méthodes expérimentales. Les expériences de Muschen- 
broek (♦), de l'abbé Nollet (»), de Coulomb («) et de 
Ximénès C) laissaient encore des doutes ^ les belles expé- 
riences de M. Arthur Morin (®) les ont dissipés. Aujour- 
d'hui ces lois sont universellement adoptées. 



(*) Mémoires de l* Académie des Sciences de Paris ^ iGgg, p. 306. 
(*) Traité des /orces mouvantes. 
(•) Cours de Physique, 

(*) Introd. ad Phil. nat., t. I, cap. ix; 1769. — Leet. Phjs, exper,^ 
i. I, p.a4i. 
(•) Leçons de Phys. expér,, 1. 1, p. a3o; 1754. 

(*) Savants étrangers (Âcad. des Sciences de Paris), t. X, p. i63 ; 1785. 
(') Teoria e pratica délie resist, de' sol. ne* loro attriti; Pisa, 178a. 
( * )lSavants étranger$\{ Académie des Sciences de Paris )» 1. 1 V ; i833. 
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Les résultats suivants donneront une idée de la diffë- 
rence qui existe entre les deux coefficients de frottement 
pour les mêmes substances. Le premier nombre se rap- 
porte au frottement statique, le second au frottement dy- 
namique : 

!/» 
'/ft 



Fer sur chêne, fibres parallèles, mouillées d'eau, p = 
Fer sur fonte , . . . , sans enduit, ^ 1= 



o,65 
0,26 

o>ï9 
0,18 




1. Deux points pesants P, P' s'appuient sur deux 
plans inclinés et dépolis AC, 
AC, et sont réunis par un Jil 
infiniment délié POP', qui s^ en- 
gage sur une poulie O située 
verticalement au-dessus du 
sommet commun des deux 
plans. Quelle est la position des points P et P', lors^ 
que le premier est sur le point de glisser dans la direc- 
tien AC ? 

Soient a^ et! les inclinaisons sur la verticale des plans 
AC, AC; et 6' celles des portions du fil OP et OP'5 T 
la tension du fil ; P et P' les poids des points désignés par 
les mêmes lettres ; fx et /ut' les coefficients de frottement 
sur les deux plans AC et AC; R et R' les réactions nor- 
males de ces mêmes plans. 

Projetons les forces qui sollicitent le point P, d'abord 
suivant une parallèle à CA, puis suivant une perpendi- 
culaire. Il vient 

fAR -♦- Tcos(a — ) = Pcosa, 
R4-T&in(a--ô) = Pfiina. 
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Si Ton opère de la même manière relativement au 
point P', en observant que le frottement est dirigé sui- 
vant AC, on trouve 

ft'R' -h P'cosy =:Tcos(a' — ô'), 
R'-h Tsin(a' — ô') == P'sina'. 

Entre les deux premières équations on élimine R, et entre 
les deux dernières on élimine R', puis entre les deux ré- 
sultats on élimine T, et il vient 

P'(cosa'-HfA'sina')[cos(a — 0) — fAsin(a — 0)] 

= P(cosa — fAsina)[cos(a'— ô') -HfA'siD(a' ~ ô')]; 

ou, sî Ton pose (x = lang e, jut' = tang e', 

P'cos(a' — e')cos(a— 0-f-e) = Pcos(a -H 8)cos(a' — 0'— e'). 

D'ailleurs, la distance OA et la longueur du cordon 
étant nommées 7i et a, la Géométrie donne 

//sîna Asina' 



'sin(a — 9) sin(a — 0') 

Cette équation, jointe à la précédeple, détermine les an- 
gles 0, 0' et, par suite, la position des points P, P'. 

2. Un point pesant est posé sur un plan parfaitement 
poli et incliné à V horizon d'un angle a. On applique à 
ce point une force donnée P, et l'on demande P angle t" 
que cette force doit faire avec le plan pour maintenir le 
point en équilibre. On ne connaît pas le poids du point, 
mais si l'on suppose entre le point matériel et le plan 
un coefficient de frottement égal à tang 9, on connaît 
la demi-somme S et la demi- différence D du plus grand 
angle e' et du plus petit angle e que la force P peut faire 
avec le plan sans déplacer le point. 

Considérons le plan dépoli dont le coefficient de frot- 



STATIQUE. ^3 

tement est taogf ; nommons R sa réaction normale et Q 
le poids du corps; supposons d'abord que la force P fasse 
avec le plan l'angle e. 

Projetant les forces d'abord sur une parallèle au plan, 
puis sur une perpendiculaire, on obtient 

Pcose = Rtangç -f-Qsina, 
Psins H- R = Qcosa. 

Si l'on élimine R entre ces deux équations, il vient 
sinf a -f- tf) 



P = Q 



ces (e — ç) 



Quand la force P fait avec le plan l'angle e', le calcul est 
le même, si ce n'est que 9 change de signe; on a donc 

p—Q^lliifLllll. 

^cos(s'h-ç) 

Ces deux dernières équations nous font connaître le poids 
Q en fonction des quantités données, car si l'on ajoute 
ces deux équations, on trouve, après quelques réductions, 

cosS cos(D -\- (p) 

sinacos^ 

Ceci posé, la condition d'équilibre sur le plan sans 

frottement est 

^ ^ sina 

remplaçant Q par sa valeur, il vient 

,, cosS ,^ 
COS8" = cosfD -f- <p). 

COS(p ^ ^' 

Telle est l'équation qui détermine l'angle cherché e''. 
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3. Un point pesant est placé sur une circonférence de 
cercle située dans un plan ^vertical, et sur laquelle le 
frottement est égal à la pression. Quelle est la plus 
basse des positions ou le point peut rester immobile? 

Le rayon qui passe au point cherché fait un angle de 
45 degrés avec la verticale. 

4. La force nécessaire pour faire monter un corps le 
long d^un plan incliné est moindre ou plus grande que 
la force nécessaire à soulei^er directement le corps, sid- 
i^anl que l'angle de frottement est inférieur ou supé- 



neur 
rizon 



à -r 9 a étant Vinclinaison du plan sur V ho- 

4 a '^ 
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CHAPITRE IIL 

ÉQUILIBRE D'UN SEUL CORPS. 



Pour qu'un corps solide reste en équilibre sous l'action 
des forces qui le sollicitent, deux espèces de conditions 
sont nécessaires et suffisantes : 1° les trois sommes des 
projections de toutes les forces sur trois droites, qui ne 
sont point parallèles à un même plan, doivent être sépa- 
rément nulles ^ 2*^ les trois sommes des moments des forces 
par rapport à trois droites non parallèles à un même plan 
doivent aussi être séparément nulles. 

Si l'on nomme A, B, C les projections de l'une quel- 
conque des forces sur les trois droites considérées, et 
A'a', B'i', Ce' les moments de la même force par rap- 
port à trois droites qui peuvent coïncider avec les pre- 
mières, et que l'on représente par 2 une somme qui s'é- 
tend à toutes les forces appliquées au corps solide, les 
conditions d'équilibre seront représentées par les deux 
groupes d'équations 

l(A)=:Oy 2(B) — o, 2(C) = o; 

Lorsque toutes les forces agissent dans un même plan, 
il suffit de considérer leurs projections sur deux droites 
non parallèles, situées dans ce plan, et de prendre les 
moments par rapport à un point du plan 5 alors les équa- 
tions d'équilibre se réduisent à 

2(A) = o, 2(B) = o; 
l{C'c')z=:o.' 
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Archimède a déterminé les conditions d'équilibre d'un 
levier sollicité par des forces perpendiculaires au bras ; la 
loi fut ensuite étendue à des forces obliques par le peintre 
Léonard de Vinci, et, peu de temps après, Stevin dé- 
couvrit les conditions d'équilibre d'un point matériel.- 

Plus tard, Varignon démontra un beau théprème de 
Géométrie, qui lui servit d'intermédiaire pour passer de la 
loi du parallélogramme des forces à celle des moments : 

Si l'on construit trois triangles gui aient pour bases 
la diagonale et les deux côtés d^un parallélogramme^ et 
pour sommet commun un point situé dans le plan du 
parallélogramme^ le triangle formé sur la diagonale est 
égal à la somme ou à la différence des deux autres , sui- 
i^ant que le point est extérieur ou intérieur à P angle 
formé par les deux côtés ou par leurs prolongements. 

Dès lors le problème de l'équilibre d'un corps solide 
était entièrement résolu ^ il ne restait plus qu'à présenter 
la solution sous la forme simple des six équations que 
nous avons rappelées plus haut. D'Alembert fit ce dernier 
pas dans ses Recherches sur la précession des équinoxes^ 
chap. II 5 1749. 

SECTION I. 

ÉQUILIBRE SANS FROTTEMENT. 

1 . OBA est une barre pesante et homogène qui forme 
un levier de second genre. Le point d^ appui est à Vex- 
trémité O, la résistance est appliquée au point B, la 
puissance agit à Vautre extrémité A. Étant donnés le 
poids Q qui constitue la résistance, son bras de lei^ier 
OB = i, et le poids p de la barre par l'unité de Ion- 
gueury troui^er la longueur OA =za de la barre qui 
donne le plus d'avantage à la puissance P. 



STATIQUE. 77 

Toutes les conditions d'équilibre se réduisent dans ce 
cas à l'équation des moments par rapport au point d'appui : 



Il en résulte 



QftizrPa — ^pa". 






Le minimum de P peut se déterminer, soit par les déri- 
vées, soit par le procédé algébrique élémentaire. 11 est 
atteint quand 

2. Une tige pesante et homogène appuie son extré-- 
mité injérieure A sur un plan horizontal^ et son extré- 
mité supérieure B sur un plan vertical perpendiculaire 
au plan vertical qui passe par la tige. Le point C, oà ce 
dernier plan rencontre V intersection des deux premiers y 
est lié à uu point connu de la tige, E, par un fil sans 
poids CE, qui maintient Véquilibrc, Déterminer la ten^ 
sion du fil. 

Soient 2 a la longueur de la tîge, P son poids, R et Pi' 
les réactions du plan vertical et du plan horizontal, a et e 
les inclinaisons de la tige et du iil sur Thorizontale AC, 
T la tension du fil. 

Observons que l'on peut toujours remplacer les poids 
de toutes les molécules d'un corps solide par une force 
, unique, égale au poids total du corps, et appliquée au 
centre de gravité. 

Pour former les équations d'équilibre, projetons toutes 
les forces qui sollicitent la lige d'abord s'ur rhorizontale 
CA, puis sur la verticale CB, et prenons leurs moments 
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par rapport au point C. Il vient 

R -^ Tcose = 0, R' — P — Tsin e = o, 
R.2asina H-T.ûcosa — R'.2flfCOSa=:o; 

d'où Ton lire, après avoir éliminé R et R', 

ces a 



T=:P 



2sin(a — e) 



Celle formule résout le problème et nous montre que : 
Si e = a, T est infini, l'équilibre est impossible; 
Si 6 > a. Test négatif, l'équilibre est impossible; 
Si e <[ a, T est positif, l'équilibre est possible. 

3. Une tige pesante et homogène AA'A^'B repose par 
son extrémité inférieure A sur un plan horizontal^ 
presse en A' une chei^ille fixe située au-dessus du corps^ 
et s^ appuie en h!' sur une autre cheville fixe située au-- 
dessous. Déterminer y dans le cas d'équilibre, les près* 
sions exercées sur la tige par le plan horizontal et les 
deux chevilles^ 

Soient 2 a la longueur de la tige, P son poids, a son 
inclinaison sur le plan borîzontal, h la distance des deux 
chevilles, et R, R', R'^ les pressions exercées par le plan, 
la cheville A' cl la cheville A'^ 

Projetons les forces qui sollicitent la tige sur la direc- 
tion AB et sur une direction perpendiculaire, puis pre- 
nons leurs moments par rapport au point A. Il vient 

P sin a — R sin a =r o, 
R'-f- P cos a — R''— R ces a = o, 
R".(ÂÂ'-+- ^) — R'.ÂÂ' — P.acosai^o; 
d'où l'on lire 

R:r::P, R' =1 R" zz: ^ P COS a. 
O 
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4. Une tige pesante et homogène AA'B appuie son 
extrémité inférieure A contre une droite veiticale, et re- 
pose en A' sur un point fixe situé au-dessous du corps. 
Déterminer les pressions que la tige supporte de la part 
de la droite et du point lorsque l 'équilibre a lieu. 

Soient 12a la longueur de la tige, P sou poids, a son 
inclinaison à l'horizon, c la distance du point fixe à la 
droite verticale, R et R' les pressions exercées par la 
droite et par le point. 

Si nous projetons successivement les forces qui solli- 
citent la tige, sur la direction AA' et sur une direction 
perpendiculaire, puis que nous prenions leurs moments 
par rapport au point fixe A', nous obtenons 



R cos a — P sin a =r 


0, 


R'— Rsina — Pcosa 


= 0, 


R. AA' sin a m P (a — AA') cosa. 


La dernière équaiion peut s'écrire 




Rc sin a rz: P ( « cos a — < 


c)ccsa. 


Cette formule, jointe à la première, 

1 


donne 


cosa==(î)\ 




/ 2 


1 


fa' - 
R = P lang a =: P 1 


■A- 



Par la combinaison des deux premières équations^ on 
obtient 



cos a \c / 



La valeur de cos a montre que l'équilibre est impossible 
lorsque c est plus grand que a. 
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5. Quelle est la force nécessaire pour retenir, dans 
une position donnée, une porte dont les gonds ne sont 
point situés sur une même ligne venicale ? 

. On conualt le poids P de la porte, la distance a du centre 
de gravité à la ligne des gonds, Tinclinaison (3 de cette 
ligne sur la verticale, et Tangle dièdre a compris entre le 
plan vertical mené par cette même ligne et le plan de la 
porte. 

Nommons f l'inclinaisen de la porte sur le plan hori* 
zontal. 

Le moment du poids de la porte par rapport à la ligne 
des gonds est P cos cp . a ; or, dans le trièdre rectangle formé 
par le plan de la porte, un plan horizontal et le plan 
vertical mené par la ligne des gonds, on a 

cos y = sin a sin p ; 

par conséquent, pour maintenir la porte en équilibre, il 
faut lui appliquer, à une distance b de la ligne des gonds, 
une force normale F, telle que 

F6 ==:Psinasinp.û. 

6. Une tige rigide AB peut tourner librement autour 
de son extrémité inférieure A, qui est engagée dans une 
charnière fixe, tandis que son extrémité supérieure^ B 
s* appuie contre une droite ^verticale. Déterminer la 
pression exercée par la droite, ainsi que les composantes 
horizontales et verticales de la pression exercée par la 
charnière. 

Soient P le poids de la tige, a sa longueur, b la distance 
de son extrémité inférieure au centre de gravité, a son 
inclinaison à l'horizon, R la pression exercée par la 
droite verticale, H la. composante horizontale de la pres- 
sion exercée par la charnière, et V la composante ver- 
ticale. 
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Si nous projetons les forces sur rfaorizonlale^ puis sur 
la verticale, il vient 

et, si nous prenons les moments par rapport à la char- 
nière A, nous obtenons 

R.asina = P.ôcosa; 
d'où 

R=:-- ^^ =H, Vn=P. 

a tang a 

Ce problème fut proposé et mal résolu par Stone; Jean 
Bemoulli (*) ne le résolut pas mieux, et ce fut Cou- 
plet (**) qui donna la première solution correcte. On peut 
lire rhistoirede ce célèbre problème écrite par Francbini, 
dans les Mémoires de la Société italienne, t. XVI, 
i" part., p. aaS^ i8i3. 

7. On sait que des forces en nombre quelconque, ap» 
pliquées à un corps solide^ peui^ent toujours se réduire à 
deux forces, et cela d'une infinité de manières. Prou- 
ver que, de quelque manière que l'on fasse cette ré" 
ducfion, le tétraèdre construit sur les deux forces ré" 
sultantes, comme afêtes opposées^ a toujours même 
^volume. 

Soient A, 6 deux points pris à volonté dans Tespace, 
€t PQ la droite qui représente en grandeur et en direction 
une force donnée. Il est aisé de voir que le moment de la 
force PQ par rapport à Taxe AB est égal, en valeur ab- 
solue, à six fois le quotient du tétraèdre A6PQ par la 
distance AB. Nous représenterons ce moment par 
6ABPQ 

(♦) 0/w?rtf, t. IV, p. 189. 

( **} Mémoires de l'Académie de Paris, p. 69; 173 1. 

I. 9* £dit. 6 
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et nous aurons soîn de disposer les lettres du numérateur 
de manière qu'un observateur, dont les pieds sont en A et 
la tête en B, voie le point P à sa gauche et le point Q à sa 
droite, lorsque le moment est positif. Nous aurons, par 
exemple, 

ABPQ _ g ABQP _ PQAB 
AB "" AB "" AB ' 

Ceci posé, nommons PQ et RS un système de deux forces 
résultantes; P'Q' et R'S' un autre système de forces ré- 
sultantes, et A, B deux points pris à volonté dans l'espace. 
Les quatre forces PQ, RS, Q'P', S'R' se font équi- 
libre; la somme de leurs moments par rapport à Taxe AB 
est nulle; par conséquent, on a 

ABPQ -f- ABRS = ABP'Q' -+- ABR'S'. 

Nous pouvons faire coïncider les points A et B succes- 
sivement avec les points P et Q, R et S, P' et Q', R' et 
S' ; il vient alors 

PQRS= PQP'Q'H- PQR'S', 

RSPQ = RSP' Q' -I- RSR'S', 
P'Q'PQ -f P'Q'RSzrr P'Q'R'S', 
R'S'PQ + R'S'RS = R'S'P'Q'. 

Ajoutant ces équations, on obtient 

PQRS=:P'Q'R'S', 

et cette égalité démontre la proposition. 

Ce théorème fut énoncé d'abord par M. Chasles (^n* 
n aies de Gergonne, t. XVIII; 1828) : la démonstration 
qui précède est de Mobius (Journal de M, Crelle, t. IV, 
p. 179). M. Chasles a démontré plus tard ce théorème, 
ainsi que plusieurs autres du môme genre, dans le Jour^ 
nalde M. Liouv^dle^ t. XII; 1847. 
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8. Quand plusieurs forces sollicitent un corps solide 
libre, on sait qu'on peut les remplacer d'une inûnité de 
manières par un système équivalent de deux ou d'un plus 
grand nombre de forces. Ces divers systèmes équivalents 
jouissent de la propriété suivante : la droite, qui joint le 
centre des moyennes distances des points d'application 
des forces de chaque système au centre des moyennes dis- 
tances des extrémités des lignes qui représentent ces 
forces, est toujours parallèle à un axe fixe, et la longueur 
de cette droite est en raison inverse du nombre des forces. 
Ainsi, de quelque manière qu'on réduise à deux forces un 
nombre quelconque de forces appliquées à divers points 
liés invariablement, la droite, qui joindra le milieu de la 
distance des points d'application de ces deux forces avec 
le milieu de la distance de leurs extrémités, sera toujours^ 
^ale et parallèle à une droite fixe. 

En effet, soient x, j-, z les coordonnées des points 
d'application de l'une quelconque des forces ; 

x', y\ z^ les coordonnées de l'extrémité de la droite 
qui représente cette force ; 

n le nombre des forces \ 

X, Y, Z et X', Y', TJ les coordonnées du centre des- 
moyennes distances des points (a:, y^ z) et {x\jr'^ z^)] 

XiyjijZi, a:\^jr\yz\^ Xi,Yi,Zi, X',,Y',,Z'^ lesquau- 
tités analogues pour un système de forces équivalent. 

On a 



X 

2* 


_ Y^ 


"~ 2l 


X' 


Y' 
"2/ 


Z' 

■~ 2z' 


= 


I 

— 5 

n 


X. 

s*, 


Y. 

2r. 


_ Z, 




Y'. 


-2< 


= 


I 

«1* 
6, 
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d'où Ton tire 

Y — Y' __ Y. — Y\ Z — r _ Z.— z; 

X — x'"* X, — x;' X — X'"'X,--X',' 

(X — X^)^ H- (Y ~ r )'+ (Z ~ Z'Y _n] 

(X. - x; )' + ( Y. - y; )» -+- (z. - z\ y *" «» ' 

Ces trois dernières relations démontrent le théorème. 
Chasles, Bulletin des Sciences ^ etc., de l'Académie 
de Bruxelles; i84o, II* part., p. 261. Correspori' 
dance mathématique ; 1829, p. 106-108. 

9. Soient PQ et RS les droites qui représentent en 
grandeur et en direction deux forces données. Nous dirons 
que le tétraèdre qui a ces deux droites pour arêtes opposéfes 
est construit sur les deux forces, et nous conviendrons, 
dans le théorème qui suit, de prendre ce tétraèdre positi- 
vement lorsqu'un observateur, dont les pieds sont en P 
et la tète en Q, voit le point R à sa gauche et le point S 
à sa droite. 

Lorsque n forces appliquées à un corps solide se font 
équilibre, ou peuvent se réduire à une force unique, la 

somme algébrique des -^ tétraèdres, que Von peut 

construire sur ces forces prises deux à deux, est nulle ; 
dans les autres cas, oii les forces ne peuvfent se réduire 
quà deux résultantes, la somme dont il s*agit est égale 
au tétraèdre construit sur les deux résultantes. 

Démontrer ce théorème. 

MoBius, Journal de M, Crelle, l. IV, p. i84« 

10. Des forces appliquées à tous les éléments d'une 
surface fermée quelconque, dirigées suii^ant la normale 
et proportionnelles aux surfaces de ces éléments, se font 
équilibre^ pourvu que toutes ces forces agissent à la fois 
de l ' intérieur de la surface à V extérieur, ou inversement. 
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La démODStration de cette proposition résulte immé- 
diatement d'un théorème que Ton trouvera plus loin, 
t. n, Complément aux questions de Statique, Attrac^ 
tion, sect. i, théor. I. 

H. Quand on applique à tous les éléments d^une 
surface fermée quelconque des forces normales propor^ 

tionnelles au produit ^o*! — H — U do désignant la 

surface de P élément auquel la force est appliquée, R e« r 
les rayons de courbure principaux de la surface, toutes 
ces forces se font équilibre, pourvu quelles soient toutes 
dirigées de l'intérieur à V extérieur, ou im^ersement. 

Prolongeons vers l'extérieur chacune des normales à la 
surface d'une même quantité très-petite ds'^ le lieu de ces 
extrémités sera une deuxième surface qui aura les mêmes 
normales que la première. Soient da' l'aire de l'élément 
de cette seconde surface, et P un facteur constant. 

Un système des forces normales Vdcr appliquées de 
l'intérieur à l'extérieur sur la première surface est en 
équilibre, d'après le théorème précédent^ il en est de 
même pour un système de forces normales P<ia' appliqué 
en sens contraire à la deuxième surface, et aussi pour le 
système résultant T?{da* — da) que nous supposerons 
appliqué à l'élément da. 

Je vais montrer que la différence da' — do peut se 

mettre sous la forme /ia J5 ( - -H -j', alors le théorème 

sera prouvé. 

Prenons pour da un élément rectangulaire ABCD 
limité par quatre lignes de courbure, et pour da^ l'élé-^ 
ment A'B'C'D' limité par les prolongements des nor- 
males qui entourent da \ l'élément du' sera pareillement 
un rectangle compris entre quatre lignes de courbure de 
la seconde surface. 
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Posons 

A'B'=:a + ^a, A'C'^p^-é/p. 

Nous aurons à la limite, pour des éléments infiniment 
petits, 

dts' — dfs = pfl?a -+- aJp. 

Or les normales A' A et B'B se rencontrent en.un point O 
situé à une distance R du point A et à une distance 
B.-hds du point A', et les triangles semblables OAB, 
OA'B' nous donnent 

a R 





• a-h da K-\-ds 


d'où 






ads 


de même, 






'^ r 


et, par suite, 





f/a' — da ■=.d(Tds ('-- H ) • 

\R ry 

J. Beeteand, Mémoire sur les surfaces isothermes. 

On peut démontrer de la même manière que des forces 
appliquées à tous les éléments d'une courbe plane 
fermée, dirigées suis^ant la normale et proportionnelles 

à ^9 ds désignant l'élément de Parc, et p le rayon de 

courbare, se font équilibre. 

12. Si Von applique à tous les éléments d'une surface 
fermée quelconque des forces normales, proportionnelles 

à — î toutes ces forces se font équilibre, poun^u qu'elles 
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agissent toutes de V intérieur à V extérieur, ou im^er- 
sèment. 

La notation est la même que dans le tliëorème pré- 
cédent. 

Nous considérons les deux mêmes surfaces. 

D'après ce théorème, le système des forces normales 



Vdfj 



(k-^) 



appliquées de l'intérieur à l'extérieur sur les éléments da^ 
se font équilibre. 

Il en est de même des forces 



\Vi-\-(is r-\-ds] 



appliquées en sens contraire aux éléments da'\ et si nous 
composons ensemble ces deux systèmes, le système des 
forces résultantes 

\R4-^f r-\-ds) \R rj 

que nous supposerons appliquées aux éléments rfo", sera 
pareillement en équilibre. 

Remplaçons dans l'expression de ces dernières forces 
da^ par sa valeur 

d(T -+- ddds (^ -^ -)' 

Il vient à la limite, par révanouissement des infini- 
ment petits de troisième ordre, 

7.Vdr7ds -—5 
Rr 

quantité proportionnelle à — • 
Dès lors le théorème est démontré. 

JooBEETy Journal de M. Liouvilley t. XIII, p. 2^1; i848* 
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Il est à remarquer que les forces normales proportion- 
nelles à l'élément de surface et à — > quî se font équilibre 

sur une surface, se font encore équilibre sur toute sur- 
face fermée obtenue en déformant la première, pourvu 
qu'elles soient toujours normales aux éléments; car c'est 
un théorème démontré par Gauss [Mémoire sur les sur^ 

faces) ^ que le rapport — n'est point altéré par la défor- 
mation de la surface. 

13. Une échelle, inclinée de 3o degrés à V horizon, 
appuie son extrémité inférieure sur un plan horizontal^ 
et son extrémité supérieure sur un plan incliné de 60 r/e- 
grés à Vhorizon, Ces deux plans sont parfaitement 
polis, et V échelle peut être assimilée à une barre homO" 
gène. Quelle force horizontale fauUil appliquer au pied 
de V échelle pour V empêcher de glisser? 

Soit P le poids de l'échelle. 

La force cherchée est éeale à -7- P. 

4 

M, Une sphère homogène repose sur deux plans in- 
clinés. Déterminer la pression exercée sur chacun de ces 
plans. 

Soient P le poids de la sphère, a, a' les inclinaisons 
des deux plans sur Thorizon, R, R' les pressions exercées 
sur ces mêmes plans. 

On trouve 



sio (a -h a') sin (a 4- a') 

Leibnitz, Opéra, t. III, p. 176. 

15. Une barre homogène s* appuie par ses extrémités 
sur deux plans inclinés. Déterminer la position d^ équi- 
libre et les pressions exercées sur les plans. 
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Soient P le poids de la barre^ 6 Tangle qu'elle forme 
avec l'horizon, a et a' les inclinaisons des deux plans sur 
l'horizon, R et R' les pressions exercées sur ces plans; et 
supposons que Pextrémité inférieure de la barre s'appuie 
sur le plan auquel se rapportent les quantités a et R. 

La barre est perpendiculaire à l'intersection des deux 
plans, et l'on a 



R = 





sin a' 

i(a4-a') 

tangG: 


P, 


D/ 


sin a 




p, 


sin 


sin (a -h 
sin(a' — a) 
2 sin a sin a' 


«') 



16. Une tige pesante et homogène AEB appuie son 
extrémité inférieure A contre un plan ^vertical, repose 
en E sur un point fixe ^ et porte un poids Q à son extré- 
mité supérieure. Déterminer la position d'équilibre. 

Soient P le poids de la tige, a sa longueur, b la distance 
du point fixe au plan vertical, et x la longueur AE de la 
partie de la tige qui est située entre le point fixe et le 
plan vertical. 

La tige est dans un plan perpendiculaire au plan verti- 
cal dont il s'agit^ et Ton a 




Q + P/ 
FoNTANA, Memorie délia Società italiana ; 1802, p. 63o. 

Si l'on suppose P=o, alors jî= (a£*)% quelle que 
soit la grandeur du poids Q. 

Euler {^) a discuté ce problème comme application du 
principe de Maupertuîs, nommé loi du repos, 

(*) Académie des Sciences de Berlin, t. VII, p. 196; 1751. 
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17. Un poids Q esL suspendu à V extrémité B d'une 
tige ADB, dont Vautre extrémité A est engagée dans 

Fig, g, une charnière fixe. Cette tige 

est sans poids; elle est soute- 
nue par un fil perpendiculaire, 
attaché en son point milieu D. 
Déterminer la grandeur et la 
* direction de la pression sup» 
portée par la charnière^ lorsque la tige fait un angle de 
3o degrés avec t horizon. 

Soient 2 a la longueur de la lîge, X la composante ho- 
rizontale de la pression supportée par la charnière, Y la 
composante verticale, R la pression résultante et (f Tangle 
que cette pression fait avfec l'horizon. 

On trouve 

2 ^ 2 ^' 

RizzQ, ?=|îr. 

18. Une barre pesante AB peut tourner librement 
autour de son extrémité A, qui est fixe ^ tandis que Vautre 
extrémité B est soutenue par un cordon qui s'engage sur 
une poulie fixe, et porte un poids Q. Déterminer la pO" 
sition d 'équilibre. 

On connaît le poids P de la barre, les distances a elb 
de son centre de gravité aux extrémités A et B, les dis- 
tances Z et /l de la poulie à l'horizontale et à la verticale 
menées par l'extrémité fixe A. 

Les angles Q et g), que la barre et le cordon forment sur 
l'horizon, nous sont donnés par les équations 

Q(a -h ^)sin((j) — 0) = Pûcos9, 
[a-^ b)s\n[ff — ô) == Xsinç — /cosy, 

dont la résolution est facile. 
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19. Une barre pesante et homogène appuie Vuîie de 
ses extrémités sur un plan incliné ^ tandis que Vautre 
extrémité est soutenue par un fil attaché en un point 

fixe, lequel est situé au-dessus du plan incliné. Déter— 
mitier la position d* équilibre^ la tension du fil et la pres- 
sion sur le plan. 

Soient a. rinclinaîson du plan sur Thorizon, 2a la 
longueur de la barre, P son poids, B son inclinaison sur 
le plan, R la pression qu'elle exerce sur le plan, T la 
tension du ûl, c sa longueur^ cj> son inclinaison sur le 
plan, b la distance du plan au point fixe où le fil est 
attaché. 

Les angles 9 et (^ sont déterminés par les deux équa- 
tions 

1 sin(ç — G) sîna = cos^ cos(0 -4- a), 

csino) -I- ia sinO =1 b\ 

et Ton a 

^cos(a4-<p) ^ ^sina 

COS^ COS(p 

20. Une barre pesante et homogène appuie Vune de 
ses extrémités contre un plan vertical^ tandis que Vautre 
extrémité est soutenue par un fil attaché en un point 

fixe du même plan vertical. Déterminer la position 
d'équilibre, la pression contre le plan et la tension 
dufil. 

Conservons la notation du problème précédent, en 
supposant que l'angle a soit égal à go degrés. 
Il vient 
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* 21 . Dans l'intérieur d'une sphère creuse on place une 
lame pesante et homogène, dont la forme est celle d'un 
triangle isocèle ; les trois sommets s^ appuient contre la 
surface de la sphère. Déterminer la position d^ équilibre. 

Soient r le rayon de la sphère, a la longueur des côtés 
égaux dans le triangle, h la hauteur du triangle et Q Faugle 
que son plan forme avec l'horizon . 

On trouve 

tango n= ^ » 

ZsJ/\r^h' — a* 

22. Une tige pesante et homogène s'appuie sur le 
bord d\in hémisphère concave^ et son extrémité infé- 
rieure repose sur la surface interne. On suppose que le 
bord de riiémisphère est horizontal^ et que la longueur 
de la tige est supéneure au diamètre. Déterminer laposi- 
tion d^ équilibre. 

Soient r le rayon de l'hémisphère, sa la longueur de 
la tige et 6 l'angle qu'elle forme avec l'horizon. 

L'angle 9 est déterminé par l'équation du second degré 

4rcos'ô — ûCOsO — 2r = o. 

23. Un poids Q est suspendu sur le bord d^une demi^ 
sphère homogène^ qui repose par sa surface conv^exe sur 
un plan horizontal. Déterminer la position d^ équilibre. 

Soient P le poids de la demi-sphère, c la distance de 
son centre de gravité au centre de la sphère, et 6 l'angle 
. de son axe avec la verticale. 
On trouve 

tango =-. 

24. Une lame homogène^ quia la forme d^ un triangle 
rectangle isocèle^ est située dans un plan vertical^ et 
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s*appme par ses côtés égaux sur deux chenilles fixes. 
Déterminer la position d^ équilibre. 

Soient h la hauteur du triangle, B l'inclinaison de sa 
base sur l'horizon et a la distance des deux chevilles. 
On obtient les deux solutions 

= 0, = arc ces ^— • 
6a 

25. Une lame circulaire et homogène repose par son 
centre sur une tige verticale. Placer sur la circonférence 
trois poids p^ ^, , p^^ de manière que la lame reste 
horizontale. 

Soient {pi^p^)^ (^«,^3)5 (Pi^Pi) 'es angles au centre 
sous*tendus par les arcs qui séparent les poids pi et pi, 
PfG^pzjPn et Pi. 

On trouve 

C0S(/?3,/?,) = • 

^Pipl 

26. Une plaque triangulaire y homogène et partout 
d'égale épaisseur, est suspendue à un point fixe par 
trois fils attachés aux sommets du triangle. Démontrer 
que, si la plaque est horizontale, on a, entre les Ion- 
gueurs des fils «, (3, 7 et les côtés a^h^c respectii^ement 
opposés aux points d^ attache y les relations 

«'+ 3a»= ô'-H 3p» = c^-|- 37». 
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SECTION II. 

EQUILIBRE AVEC FROTTEMENT. 

1. Une barre pesante et homogène AB repose par 

Fig. 10. l'une de ses extrémités A 

sur un plan horizontal et 

dépoli KL 5 Vautre* extré^ 

mité B est soutenue par un 

fil qui passe sans frotte^ 

ment sur une poulie E et 

K A^ ï, supporte un poids Q. Dé-^ 

terminer la suite des positions d^ équilibre. 

Soient 2a la longueur de la barre, P son poids, 5 son 
inclinaison à Thorizon, R la pression normale que le plan 
exerce sur rextrémité A, F le frottement exercé sur la 
même extrémité dans la direction LK, [i le coefficient de 
frottement relatif au plan et à la barre, et cj) Tinclinaison 
du fil BE sur Thorizon. 

Projetons les forces qui sollicitent la barre d'abord sur 
une horizontale, puis sur une verticale, et prenons leurs 
moments par rapport à l'extrémité A . Il vient 

F=: Qcosy, 

R-t- Qsiny rr:P, 

(A) Pcos0=i 2Qsin(y — 0). 

Posons 

F=Rtange, 

tange sera une quantité comprise entre o et f; 5 alors la 
première équation pourra s'écrire 

R tange =: Q cosy, 

et, si l'on élimine R à Taide de la seconde équation, 00 
trouve 

(B) Psins =zQcos(y — «). 
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Cette relation, jointe à la formule (A), nous détermine 
les angles ç et 6 qui correspondent à une valeur donnée 
de e. On aura toutes les positions d'équilibre en donnant 
à e toutes les valeurs comprises entre o et arc iai\§[i. 
Pour la valeur particulière e = o, l'équation (B) donne 

ç= -5 et, d'après l'équation (A), on a = -? quel que 
soît le poids Q, pourvu qu'il soit inférieur à celui de la 
barre. Dans le cas où l'on aurait Q = -P, l'angle pour- 
rait être quelconque. 

2. Une barre pesante ACB, appujée sur un étai DC, 
est soutenue par une force Q qui agit à V extrémité A 
d^ans une direction donnée. Dé- 
terminer la position de la barre y 
lorsqu'elle est sur le point de glis-- 
ser dans le sens AB malgré la 
force de frottement qui s'exerce 
au point d* appui. 

Soient P le poids de la barre^ G son centre de gravité, 
a la distance AG, x la distance GC, Q rinclinaison de la 
barre sur l'horizon, ç l'inclinaison de la force, R la pres- 
sion normale de l'étai sur la barre, et fx le coefficient de 
frottement. 

Projetons les forces qui sollicitent la barre sur l'ho- 
rizontale, sur la verticale, puis prenons leurs moments 
relatifs au point C, en supposant que la barre soit sur le 
point de glisser. Il vient 

Qcosç = RsinQ H- piR cosO, 
Qsioij) -h Rcos0:=P 4-piRsinG, 

(A) Pa?cosô = Q(tf -f-x)sin((ï)— e). 

Éliminons Rentre les deux premières équations, et pour 
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résoudre plus commodément Téquation finale par rapport 
kO, posons fx = tange; nous trouvons 

Qcos(i — <p) — Psine 
^ Qsm(e — (j))-t-Pcos« 

L'équaliqn (A) nous fera connaître la distance x. 

3. Une planche rectangulaire et homogène CDEF, 
située dans un plan vertical, repose par Vun de ses 
côtés CF sur un plan dépoli AB, dont V inclinaison à 
l* horizon croît graduellement. Dans quelle position du 
plan la planche commencer a^t-elle à glisser^ ou à tom- 
ber en tournant autour de son sommet C ? 

Soient P le poîds de la planche, 
a le côté CF, h le côté CD, R la 
pression normale que la planche 
éprouve de la part du plan, a 
Tinclinaison du plan et (!ji le 
coefficient de frottement. 
Lorsque le corps est sur le point de glisser, on a 

^R = Psina, 
R ==Pcosa; 
par conséquent, 

p = tanga, a = arctang/A. 

Telle est l'inclinaison du plan lorsque le corps com- 
mence à glisser. 

Observons cependant que le corps pourra perdre son 
équilibre sans glisser. En effet, soient G le centre de gra- 
vité du corps et GH une perpendiculaire abaissée sur le 
côté CF. Si le coefficient [j, est assez considérable pour que 
la droite CG devienne verticale avant que Tangle a ait 
atteint la valeur arc tangp, à cet instant le corps tournera 
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autour du sommet C, et perdra son équilibre avant de 
glisser. Lorsque la ligne CG est verticale, a est égal à 

Tangle CGH, d'ailleurs tangCGH= tî par conséquent, 
le corps commencera par tourner si Ton a /i^ -? et il 
commencera par glisser si l'on a f^<CT' 

4. Une tige pesante AB peut se mouv^oir en fous sens 
et sans frottement autour de son extrémité A comme 
pwot; son autre extrémité B s'appuie sur un plan verti- 
cal et dépoli. Déterminer la position de la tige lors- 
qu'elle est sur le point de perdre son équilibre. 

Fig- '3. Soient P le poids de la barre, a son 

inclinaison sur la perpendiculaire au 
plan, B. la pression normale que la 
barre éprouve de la part du plan, et 
(i le coefficient de frottement. 
Le lieu du point B sur le plan vertical est un cercle qui 
a pour centre la projection O de l'extrémité fixe A. Nom- 
mons 6 l'inclinaison du rayon OB sur Thorizon, et ob- 
servons que le froltetnènt s'exerce suivant la tangente au 
cercle. 

Si nous considérons les moments des forces par rapport 
à un axe vertical passant par l'extrémité fixe A, nous ob- 
tenons la relation 

R.OBcos0=: ixRsinÔ.OA. 
Or 

OBr=iOAlanga; 
donc 

tangacosô = fitsin0, tangO := - tanga. 

5. Une tige pesaptc appuie ses extrémités l'une sur 
un plan horizontal, l'autre sur un plan vertical, et est 

I. 2« ÉDIT. 7 
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peî^endîculaire à V intersection des deux plans; Déter^ 
miner la position de la tige^ lorsqu'elle est sur le point 
de perdre son équilibre. 

Soient fx et |ui' les coefficients de frottement relatifs au 
plan horizontal et au plan vertical, a eib les distances du 
centre de gravité de la tige à rextrémité inférieure et à 
l'extrémité supérieure, 6 Tinclinaison de la lige sur l'ho- 
rizon. 

On trouve 

6. Une barre pesante et Jiomogène appuie ses extré" 
mités sur les deux faces d'^un angle dièdre dont V arête 
est horizontale. Déterminer la plus grande inclinaison 
à V horizon que la barre puisse admettre sans glisser, et 
troui^er les relations qui existent entre le poids de la 
barre et les pressions normales qu'elle éprouvée, lors- 
qu'elle est sur le point de glisser. 

Soient a. et a' les angles que les faces du dièdre font 
avec l'horizon de part et d'autre de l'arête commune, 
tangX et tangX' les coefficients de frottement relatifs à ces 
deux faces, R et R' les pressions normales que la barre 
éprouve de la part des mêmes plans, P le poids de la 
barre et Q sa plus grande inclinaison. 

La barre doit être perpendiculaire à Tarête du dièdre, 
et l'on trouve 

R R' P 



cos*Asin(a' — 'k') cosVsin(a — \) sin(a4-a' — \ — X') 
2lang0 = col(a — X) — cot(a' — V). 

7. Une tige homogène repose par son milieu sur un 
cylindre horizontal dont les génératrices lui sont per- 
pendiculaires. Quel est le plus grand poids que Pan 
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puisse suspendre à V extrémité de la tige sans la faire 
glisser sur le cylindre? 

Soient P le poids de la lige, 2a sa longueur, r le rayon 
du cylindre, tangX le coefficient de frottement, et Q le 
poids cherché. 
On trouve 

Q _ r\ 
V^a^r\ 

8. Une barre pesante et homogène appuie Vune de 
ses extrémités contre un plan venical^ tandis que Vautre 
extrémité est soutenue par un fil attaché en un point 
du plan. Déteiminer la position de la barre lorsqu'elle 
^st sur le point de glisser. 

Soient a la longueur de la barre, P son poids, R la 
pression normale qu elle éprouve de la part du plan, 
B Tangle qu'elle forme avec la verticale, / la longueur du 
£1, f son inclinaison sur la verticale, et jx le coefficient 
de frottement. 

Les angles y et sont déterminés par les équations 

sinô = - sinop. 

a ^ 

Le signe supérieur correspond au glissement de bas en 
haut; le signe ioférieur, au glissement de haut en bas. 

9. Un cylindre elliptique^ dont F axe est horizontal, 
appuie sa surface convexe sur deux plans, l'un vertical 
et poli, Vautre horizontal et dépoli Le corps est sur le 
point de glisser, lorsque le grand axe de V ellipse de 
base fait un angle de 45 degrés av^ec Vhonzon. Quel 
est le coefficient de frottement sur le plan horizontal? 

7- 
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Soit e rexcentricîté de rellîpse de base. 
Le coefficient de frottement est égal à - e*. 



2 



10. Une demi'Sphère homogène peut rouler sur un 
plan horizontal^ mais le Jrottement V empêche de glis^ 
ser. Quel est le moment du couple nécessaire pour tenir 
le corps en équilibre, lorsque la hase est inclinée de 
3o degrés à V horizon. 

Soient P le poids de la demi-sphère, et r le rayon. 

3 

Le moment cherché est égal à -77 Pr. 

10 

SECTION in. 

POUSSÉE DES TERRES. 

Imaginons un plan mené dans l'intérieur d*un massif 
de terre en équilibre. Les forces qui agissent sur l'une 
des faces de celte section et maintiennent l'équilibre sont 
la pression normale, la force tangentielle nommée /rof^e- 
ment statique^ et une seconde force tangentielle nommée 
cohésion, qui, d'après Coulomb, est proportionnelle à la 
surface de contact et indépendante de la pression, lorsque 
l'équilibre est sur le point d'être rompu (*). 

1. Un massifs dont la surface supérieure est un plan 

Fig. 14. horizontal BX, se termine la- 

--|^^^^.^vvm^vv.vvm<^.uv.uu^^ témlement par un talus BA, 

^ ^^ de hauteur donnée. On de' 

i ^y^ mande de déterminer le plus 

f ^^ petit angle que le talus puisse 

>^ faire avec la verticale sans 

^ quil y ait éhoulemenl, 

(*) Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris; 1773. 
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Soient : 

AC = A la hauteur du massif; 

OL l'angle BAC que le talus fait avec la verticale; 

j) le poids d'un 'volume de terre égal à l'unité; 

/x le coeflScient de frottement statique; 

V la force de cohésion pour l'unité de surface, lorsque 
le glissement est sur le point de naître. 

On admet dans cette théorie que la rupture tend à se 
faire suivant un plan. Nous allons d^ abord déterminer le 
plan sur lequel la rupture est le plus à craindre, en sup- 
posant Tangle a assez grand pour qu'il y ait équilibre, 
mais d'ailleurs quelconque ; puis nous déterminerons 
l'angle a par la condition que la rupture soit sur le point 
de s'opérer dans le plan trouvé. 

En vertu de la symétrie, le plan de rupture doit être 
perpendiculaire au plan de la figure. Admettons d'abord 
qu'il coupe le talus à la base. 

Soient AX ce plan, |3 l'angle qu'il fait avec la verti- 
cale, et P le poids du prisme ABX. Nous supposerons 
que l'épaisseur de ce prisme dans le sens perpendiculaire 
au plan de la figure soit égale à l'unité; le calcul n'en 
sera pas moins général. 

Les- forces qui agissent sur le prisme ABX dans la di- 
rection XA, lorsque le glissement est sur le point de 
naître, ont une somme représentée par la formule 

Pcosp — ftPsinp — vÂX, 
ou bien, en remplaçant P et AX par leurs valeurs, 

i;?A» (tangp - tanga) (cosp - fxsinp) - ^ . 

La condition d'équilibre est que cette somme soit nulle 
ou négative. Plus celte somme s'approche de o, plus ou 
doit craindre une rupture sur le plan AX. 
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Or, quand h augmente, la partie positive de cette 
somme augmenle plus rapidement que la partie négative, 
car la première partie contient /i' en facteur, tandis que 
la seconde contient seulement h à l'un de ses termes; 
donc, toutes choses égales, la rupture sur le plan AX est 
d'autant plus à craindre que la hauteur verticale du 
prisme qu'il sépare est plus grande. Ainsi, c'est avec 
raison que nous avons placé l'intersection du plan et du 
talus aussi bas que possible. 

Pour déterminer l'angle j3, posons 

tangp^o:, ~^==«j 

et 

[x — tanga) (i — \Lx) — a[i-h x^) z=f(^x), 

La condition d'équibre sera 

^^■^^ -<o. 



et l'angle cherché /3 sera celui pour lequel le premier 
membre de cette inégalité devient un maximum. Sa tan-- 
gente, Xy vérifiera l'équation dérivée 

{i-hx')/'{x)—xf{x) = o. 

Ceci posé, on pourra tirer la valeur de x de cette 
dernière équation, la reporter dans la relation précé- 
dente où le second membre sera pris égal à o; alors on 
aura une équation propre à déterminer l'angle a qui fait 
l'objet du problème. Mais on arrivera plus simplement 
au même résultat en éliminant x entre les équations 

/(x)=:o et /'{x)=zo. 

On trouve ainsi une équation qui, résolue par rapport 
à tanga, donne la valeur 

tanga == i + 1 [« - V^« (fl -H ft) (i -f-fx')], 
r r 
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OU 



Cet aDgle a dépend de la hauteur h, 

A mesure que la hauteur augmente, tanga s'approche 

de la limite -9 qui conviendrait à toute hauteur, si la co- 

hésion était nulle, comme cela a lieu sensiblement dans 
les terres fraîchement remuées. 

La plus grande hauteur A' sur laquelle le massif puisse 
se soutenir à pic est celle qui rend nulle la valeur (i) de 
tanga. On trouve 

(2) A'^iî^Cft + v'i + fx»). 

Les formules (1) et (2) peuvent servir à déterminer les 
coefficients (x et v pour un terrain donné. Deux expé- 
riences faites, l'une dans le cas de la formule (1), l'autre 
dans le cas de la formule (2), suffisent théoriquement à 
cette détermination. 

r^AYiER, Leçons de Mécanique à l * École des Ponts 
et Chaussées; 2* édit., sect, 11, art. i, 

2. Vn massif terminé par un plan horizontal BX 
Fig. i5. peut se soutenir à pic sur 

J_ - p>.Jv^^^^ ^ ^ une hauteur BD = h'. On 

i/ ^^ demande de déterminer 

Jk ^^ le profil courbe DA que 

'«/^^^^^ '^ ^^^^^^^ ^^'^ ^^oir au- 

3r j dessous du point D, pour 

^ ^ ' être à la limite de stabi- 

lité en tout point de ce profil. 

Soient pris BD pour axe des z, le prolongement de XB 
pour axe des y» Nommons z, y les coordonnées d'un 
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point quelconque A de la courbe cherchée; par ce point 
menons une droite AE tellement inclinée, que le triangle 
AEX soit équivalent à la figure ADBX. Soient n la 
distance du point E à la verticale du point A, et a Tangle 
de AE sur la verticale. Conservons pour le reste la nota- 
lion du problème précédent. 

Le terrain terminé au talus fictif AE doit être à la limite 
de stabilité. Si donc on observe que y) = z tanga et que z 
est la hauteur du talus, on aura, d'après le problème pré- 
cédent, 



z 2 



D'ailleurs l'égalité des surfaces ÂEX, ADBX donne . 

DifTérentiant ces deux équations et éléminant y?, dm^ 
on trouve l'équation diflerentielle de la courbe cherchée, 



\ \/- ■ - 

dy I 2v I 1 I V av 



y.pz] 



dy I 2v i 1 



dz II i^pz j ^ .. . / tEl f^ 

2V 



LHntégrale s'obtient immédiatement, 



2v 






6v v^i -h p= 



f* f*V 



y 2v 

V 2V 



I — : — : \/ * "1 ri -i 

V 2V 

la constante étant telle, que^ s'annule pour z = A'. 
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Si, dans l'expression ^^ -4"^ on remplace z par la va- 
leur de h* qui a été donnée au problème précédent, on 
trouve que la courbe AD coupe la verticale BD au point D 
sous un angle dont la tangente est 

3. Soit un massif ABCDEF . . . , soutenu par un 
mur AB, et dont le profil est un polygone quelconque, 
mais constant sur toute la longueur. On suppose, dans 
ce massif, un prisme ABCDEX prêt à glisser sur le plan 
fixe AX en faisant reculer le mur. Il s'agit de dé ter-- 
miner le plan AX par la condition de rendre un maxi" 
mum la résultante des forces que le prisme séparé exerce 
sur le mur de re\^êtement. On néglige la cohésion des 
terres entre elles et auec la paroi du mur. 

Fig. i6. 
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. Le plan AX déterminé par cette condition est nommé 
d'après Coulomb plan de rupture, parce qu'on admet 
que la rupture commencera sur ce plan, si la réaction 
du mur vient à n'être plus suffisante pour -maintenir l'é- 
quilibre. 
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Soient p le poids des terres sous Tunîté de volume 5 

tangcf et tangy- les coeflScienls de frottement des terres 
sur elles-mêmes et sur la paroi du mur; 

OL Tangle que la paroi du mur fait sur le plan hori- 
zontal ÂH du côté du massif; 

P le poids du prisme 5 

R et S les résultantes des réactions du mur et du plan 
de rupture sur le prisme \ 

|3 Tangle que le plan de rupture fait sur le plan hori- 
lEontal AH du côté du massif. 

Les forces P, R, S, transportées en un même point^ 
doivent se faire équilibre; on a donc 



R _ siD(P, S) 
^ sin{R,SJ 

Si Ton observe que ç' et ^ sont les inclinaisons des 
forces R et S sur les normales au mur et au plan de rup- 
ture, on reconnaît aisément que Tangle (P, S) est égal à 

TT— j3-{-(j) et l'angle (R, S) à tt — (« — 13) — y — ç'. Par 
suite, 



sin(a — p-h (j> -hç') 

Il nous faut exprimer le poids P à l'aide d'un élément 
géométrique qui fixe la position du plan AX; alors la 
question sera réduite à déterminer le maximum d'une 
fonction d'une seule variable. 

Pour ce calcul il suflSra évidemment de considérer 
une longueur du prisme égale à l'unité ; en outre il fau- 
dra supposer que l'on connaisse le côté du profil poly- 
gonal qui est coupé par le plan de rupture. 

Soient EF ce côté 5 

cr) son inclinaison à l'horizon, qui sera positive si la 
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droite EF s'élève en s'éloignant du mur du côté du 
massif^ 

k la distance du point A au côté EF5 

AI une droite tellement inclinée, que le triangle formé 
par cette droite. le côté EF et la droite AX, soit équiva- 
lent au polygone ABCDEX (cette droite AI est connue) ; 

\ l'angle que la droite AI fait avec riiorizonlale AH du 
côté du massif. 

Première solution. — On prend pour inconnue la 
quantité tang {]3 — (j>). 

L'expression de Taîre du triangle AIX, en fonction de 
la hauteur et des trois angles, donne d'abord 

• ^^p!!l sin(>-J) 



2 sin (>. — w)sin(^ — «) 



Si Ton substitue cette valeur dans l'équation (i), que l'on 
remplace ensuite sin (1 — 13), sin (j3 — o)), sin (« — (5-}-cf+(}/') 
par les expressions équivalentes 

sin(X — tf) cos(6 — y) — sin (p — y) ces (À — (j>), 
sin(p — ç) cos(<ï> — «) + sin (y — w)cos (p — y), 
sin (a +ç')cos(p — <p) — sin (p — <p) ces (a -h (j>'), 

et que l'on pose, pour abréger, 

A' ces {\ — <p) 

^ 2 sin (X — «)cos{y — w) cos(a-l- <p'j 
lang{> — <f)z=a^ tang (y — w)=r^, lang ( a -H «p' ) = c, 
tang(p--(p)zr: j:, 
il vient 

La valeur de x qui rend cette pression un maximum 



lo8 MÉGAlflQUE EATIONNELLE. 

vérifie l'équatioa 

(3) -r— ou A^ ' — ^- '. —-^ -'=0. 

^ ^ dx {x-\-by{x — cy 

On en tîre 

X — c c (x — a) c[c — a) 

X -\- b X [a-\- b) x[a -\- b —^ c) — bc 



x{a -^b — c) — bc , /c [c — a) 

' Pour obtenir la valeur de la dérivée seconde -—^ qui 

répond à la double valeur de x, il suffit de remplacer 
dans l'expression (3) le numérateur par sa dérivée, puis 
de substituer la double valeur en question *, on trouve ainsi 



«?'R _ IX [a -\- b — c) — 23c 

dx^ [x -\- bY[x — cY 



~~ [x-^bY[x—cY^~\ b{a-^b)' 

(FLa valeur correspondante de R s'obtient de suite, en 
observant que Téquatîon (3) peut s'écrire, d'après la for- 
mule (12)5 

et que d'ailleurs on a identiquement 



(b -hc) 7 =zc-^ b 7. 

^ ^ X -h b x-h b 
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U vient 

Ac(a-hà) fb/ c{c-a) V 
[b-hcy \ —c\ b{a^b)J' 

R ne pouvant être négatif, il s'ensuit que le facteur 
Ac(a + i).est positif. Divisant par ce facteur la valeur 

de la dérivée -r-^ obtenue précédemment, on voit que 

cette dérivée a le signe de la quantité 



£ . / c(c — a) 
c V b{a-{-b)' 



Si donc on nomme K la valeur numérique de cette der- 
nière quantité, la formule 

(b + cy ^ ' 

'^ 1 sin' (a — »4-7-h^'J^"^ ' 

représentera la pression maximum quand on prendra le 
signe inférieur, et la pression minimum quand on prendra 
le signe supérieur. 

Les valeurs correspondantes de x sont 

_ (i ±:K)tang(a-+-y') 
^ laj)g((ï> — wj 



etl'. 



on a 



/ sin(a-— ^ -hy-h y^) sin (y — oj) 

V sin{X — wjsin(a H- y') 

Le minimum ne répond pas au problème actuel \ mais, 
si Ton change les signes des angles f et ^ dans les formules 
relatives au minimum, elles donneront la solution du pro- 
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blême correspondant à celuî qui nous occupe, pour le cas 
où le mur tendrait à s'avancer dans l'intérieur du massif 
en soulevant un prisme de terre. 

Observons encore que, dans les deux cas, si Ton s'était 
trompé sur le choix du côté EF coupé par le prisme, les 
formules en avertiraient, et Ton aurait à recommencer 
le calcul en choisissant un autre côté. Au reste, un peu 
d'attention suffira d'ordinaire pour éviter ces tâtonne- 
ments fâcheux. 

Comme application, supposons que la surface supé- 
rieure du terrain soit un plan horizontal, et que l'on 
puisse négliger le frottement des terres contre le pare- 
ment du mur. Alors on aura a) = o, X = a, y' = o, et l'on 
trouvera facilement la pression maximum 



a — 9 
sm' 



cin> . 






2 sm a . . a 
sin' 



2 
ainsi que l'inclinaison du plan de rupture, 



p=^-^n- 



Deuxième solution, — Joignons le point A au côté EF 
par deux droites AM, AN, situées de part et d'autre de la 
droite AB, et formant avec elle les angles a — y, cf -f- cf'. 
Entre les droites MN, AN., menons des droites IF, XX' 
parallèles â AM. L'inconnue sera la position du point X'. 



C*) M. Saint-Guilhem, auquel nous empruntons cette solution {Journal 
de M. Liouuille, t. IX, p. i; i8/|4), l'étend au cas où Ton tient compte de 
la cohésion des terres entre elles et avec la paroi du mur. Mais, comme' 
Tobjet de ce calcul est de déterminer l'épaisseur qu'il faut donner au mnr 
pour qu'il ne soit point repoussé, il est plus sûr de ne pas supposer une 
cohésion qui peut être anéantie par un ébranlement fortuit. 
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La Géométrie nous donne les relations 

sin(p — y) _ÂX^ 

sin(a-p-+-(p-+-(p')"'^' 

Ix Fx/ 

_ AN XX7 

^MN = ÏN.ÂM sin (a + / ). 

Égalant le produit des premiers membres à celui des se- 
conds membres, il vient (1) 

R = -oANsmfa -h®') — = — • 

Or, si l'on pose avec M. Bélanger (Cours de V École Po- 
Ij technique)^ 

NÂ = a, W= /, NX^= X, 

on voit aisément que le maximum de la fraction 

rX\ÂX^ __ (.r -^ /) {a — a:) 

répond à a; = sfai. Telle est donc la distance du point X' 
au point N. 

Le point X' étant connu, il suffira de mener par ce 
point une parallèle par la droite AM pour avoir la posi- 
tion du point X et, par suite, celle du plan de rupture. 

Le maximum de la résultante R est 

R = - /? sin (a + (p') (« — 
R =i/?sin(a + y')ÂX'' 
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Les considérations géométriques sur lesquelles se fonde 
cette solution sont dues à M. Poncelet (*). 

4. Restant dans les conditions du problème précé- 
denty on demande de trouver le centre de poussée ^ c'est- 
à-dire le point d^ application de la pression normale sur 
le parement du mur. 

Soient /=AB la hauteur du mur, z la distance du 
centre de poussée à l'arête de couronnement B^ R, la pres- 
sion normale exercée sur la partie du mur qui est comprise 
entre Paré te de couronnement et une horizontale située 
à la distance z\ on admet que cette pression est la pres- 
sion maximum que donnent les formules du problème 
précédent appliquées à la partie du mur considérée. 

Ecrivant que le moment de la pression résultante R 
autour de Tarête B est égal à la somme des moments des 
composantes, il vient 



•/o 



La question est ramenée à une quadrature. 

Pour le cas d'une terrasse dont le plan supérieur monte 
à partir de l'arête de couronnement, en faisant avec l'ho- 
rizon un angle o), moindre que l'angle ç du talus naturel 
des terres, R, est proportionnel à -z', et, par suite, on a 



:=5'- 



(*) Mémoire sur la stabilité des revêtements et de leurs fondation» 
{Mémorial de VO/ficier du Génie y n® i3 ; 1840). 
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CHAPITRE IV. 

ÉQUILIBRE DE PLUSIEURS CORPS. 



Pour un système composé de plusieurs corps solides, 
on dëtermine toutes les circonstances de Téquilibre par 
Tensemble des équations qui expriment que chacun des 
corps est séparément en équilibre, sous l'influence de 
toutes les forces qui le sollicitent 

SECTION I. 

ÉQUILIBRE SANS FROTTEMEI«T. 

1. Trois tiges métalliques pesantes AB, A'B', A"B" 
légèrement flexibles sont enlacées entre elles comme le 
représente la figure ci-jointe, et sont sensiblement hori" 
zontales. Leurs extrémités A, A', A'^ s'appuient sur trois 
supports^ les autres extrémités B, B', B'' soutiennent un 
corps pesant. On demande de calculer les pressions qui 
s'exercent entre les tiges aux points B, B', B''. 

Fig. 17. 




Soient 2P, 2F, iV" les poids des tiges-, Q, Q', Ç^" les 
poids que portent les extrémités B, B^ B''^ a, a\ a" les 

I, a^ ÉDIT. 8 
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longueurs des tiges-, i, h\ h" les longueurs des segments 
AB", A'B, A'^B'; x^ a/, x" les pressions qui s'exercent 
aux points B, B', B''. 

Considérons la tige AB. Au point B agît le poids P 
provenant de la pesanteur de la tige, le poids Q et le poids 
produit par la pression a:'' agissant sur le levier AB'''B 5 

ce dernier poids est égal à - x''. Nous avons donc 

P -f- Q -f- - 0?" = ar, 
a 

et de même, par permutation circulaire, 

t 

P' + Q'H- -^x =x', 

b" 
a 

fin posant, pour abréger, 

PH-Q — R, P'-f-Q' = R', P"-f-Q'' = R^ 

les équations précédentes nous donnent 

/ bh'b"\ ^ bb" ^, b^„ 

(i r^ X =R -f-_^R' -f- -R", 

\ aa' a J aa" a 

\ aa' a" I a a a' 



[ bb'b^X 



b"b' b" 



Si a = a'=a"etb = V =h% il vient 

__ a Rfl'-hR^^/i^-fR^^ ' 
^ a — b* a^-hab -h b^ 

et, siR = R' = R'', 

aK 

^= z* 

a — 
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Bien des enfauts savent que trois couteaux de table à 
lame un peu flexible peuvent en réalisant cet assemblage 
supporter un poids assez considérable. 

2. Entre deux plans inclinés on place deux sphères 
homogèneSy de telle manière quelles s*appuient tune 
contre Vautre^ et que chacune d^^elles touche Fun des 
plans. Déterminer la position d^équilibre. 

On voit d'abord que l'intersection des deux plans doit 
être horizontale, et que la ligne des centres doit être per- 
pendiculaire à celte intersection. Le problème sera donc 
résolu, si nous déterminons l'angle 6 que la ligne des 
centres fait avec l'horizon. x 

Soient R la réaction mutuelle des deux sphères, P et 
P' les poids de ces sphères, a et a' les angles aigus que 
les ""deux plans forment avec l'horizon; admettons que 
l'angle a se rapporte au plan qui touche la sphère P, 
dont le centre est le moins élevé. Par les points de con- 
tact entre les plans et les sphères, abaissons des perpen- 
diculaires sur l'intersection des deux plans, et projetons 
sur ces deux droites les forces qui sollicitent chacun des 
deux corps. Il vient 

Rcos(a H- G) = P sina, 
Rcos(a'— 0)z=:P'sina'; 

d'où l'on tire, par l'élimination de R, 

P' tança' — P tanga 

tango = ,^, ^, 7—^—. 

^ (P' -f- P) tanga' tanga 

3. Trois sphères homogènes sont placées dans V in- 
térieur d^une sphère creuse^ de telle sorte que les quatre 
centres soient dans un même plan vertical. Déterminer 
la position des trois premières sphères^ lorsqu'elles sont 
en équilibre. 

Soient C le centre de la sphère creuse^ c, c , c^ ceux 

8. 
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des trois autres sphères, P; P', P^ les poids de ces sphères, 
d^ éS^ d" les ' distances de. leurs centres à celui de la 
sphère creuse, B l'angle que Cit/iforme avec l'horizouy « 
l'angle cCc', ol" Tangle d'Cd, Admettons que les. lettres 
</, d' se rapportent à la sphère qui est touchée par les 
deux autres, et que la verticale du point C passe entre les 
points c, d. 

Nous pQuvons considérer Tensemble des trois sphères 
intérieures comme ne formant qu'un seul corps solide; 
car ce corps sera en équilibre, si chacune des trois sphères 
est séparément en équilibré. Prenons pai* rapport au 
point C les moments des forces qui sollicitent ce corps 
composé. Il vient 

Prfcos(0 -t-a) -hP'c?'cos0-l-P'Vcos(0— a")=io; 

d'où 

_ Vd cosa -4- V'd' -H 9''d" cosa^^ 
°^ ~" P//sina — P"/rsina'' 

Cette relation suffit pour déterminer la position d'équi- 
libre, car toutes les quantités qui entrent dans lé second 
membre s'eitpriment aisément en fonction des rayons des 
sphères, lesquels sont connus. 

4. Deux barres pesantes et homogènes reposent leurs 
extrémités inférieures sur un même plan horizontal, et 
appuient leurs extrémités supérieures Vune contre 
Vautre. On admet que la petite surface de contact entre 
les deux extrémités est dans un plan vertical ^ et que les 
extrémités inférieures ne peui^ent glisser sur le plan qui 
les supporte. Déterminer la position d^ équilibre» 

Soient P, V les poids des deux barres, 9, ff leurs in- 
clinaisons à rhortzon, et R leur réaction mutuelle,' qui 
est horizontale. 

Si l'on prend les moments des forces qui sollicitent 
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chaque barre, autour de Textréinité inférieure, il vient 

P cosô = 2RsiD0, 
Fcosô'=:2Rsinô'; 

d'où 

p _ tango 
F^ taugô'' 
Franghini, Memorie délia Società italîana^ 
t. XVI, part. I, p. 287; 181 3. 

5. Deux cylindres sont liés Vun contre Vautre par un 
fil inextensible. Déterminer le rapport de la tension du 
fil à la réaction mutuelle des deux cylindres. 

'Considérons la section faite par le plan qui contient le 
fil et qui est perpendiculaire aux cylindres. 

Soient 2 a Tangle au centre sous-tendu par Tare que 
le fil recouvre sur le plus petit des cercles de section, ret 
r' les rayons de ces deux cercles, T la tension du fil, et R 
la réaction mutuelle des deux cylindres. 

Si nous projetons sur la ligne des centres les forces qui 
sollicitent Fuii des cylindres, il vient 



R=:T r" c 

t/— a 



C0Sarfa= 2TsiDa; 
d'ailleurs, si l'on suppose r^r\ la Géométrie nous donne 



r—r' . y/{r-f-r')*~(r~ 

MV^et - . ■ • «inrr .... , , ,. 


•rj 


2\/ÎP' 


r-hr'' r-{-r' 


^ r^r" 


par conséquent, 

T r+r' 






R 4v^ 







6. Deux fils inextensibles sont attachés en un même 
point fixe^ Vun supporte une sphère^ Vautre soutient 
un poids qui pend au-dessous de la sphère sans la 
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loucher. Déterminer V angle que le premier fil fait avec 
la verticale. 

Soient P le poids que soutient le second fil, Q — P le 
poids de la sphère, a le rayon de la sphère, et b la dis- 
tance du centre au point de suspension. 

L^angle cherché est arc sî" ( ^ ) • 

7. Une tige rigide et sans poids ACB est liée à deux 
points fixes A, C, et porte un poids P à son extré- 
mité B. Déterminer les pressions exercées sur les deux 
points fixes. 

Soient a la longueur de la barre, a son inclinaison sur 

la verticale, b la distance AC des deux points d'attache, 

F et G les pressions parallèles à la barre qui sont exercées 

sur les points A et C, R et S les pressions perpendiculaires 

à la barre qui sont exercées sur les mêmes points. 

On trouve 

F-f-G = Pcosa, , 

r» ^ r* . « ^ — b- . 

S=-rPsina, R = — ; — Psinoe. 
b b 

L'une des pressions F, G est arbitraire. 

8. Un cylindre creux j très-mince^ de rayon r', ouvert 
à ses deux extrémités, est posé debout sur un plan hori- 
zontal. On place dans l'intérieur deux sphères égales, 
dont on connaît le poids P, et le rayon r plus grand 

r' 
que — • Quel doit être au moins le poids du cylindre pour 

que celui-ci reste debout après l'introduction des sphères? 
Le poids du cylindre doit être égal ou supérieur à 

9. Deux sphères inégales sont suspendues aux deux 
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extrémités Jtun fil très^mince^ engagé dans un petit 
anneau. On conçoit que les deux sphères puissent être 
en équilibre^ si elles se touchent j et que le centre de la 
plus légère soit plus bas que celui de la plus pesante. 
Prouver que dans cet état d'équilibre les distances des 
centres des sphères à Vanneau de suspension sont en 
raison inverse des poids de celles-ci. On néglige le poids 
du fil, son frottement sur Vanneau^ et le frottement des 
sphères entre elles. 

SECTION IL 

ÉQUILIBRE AVEC FEOTXEMEIIT. 

1. On place une sphère pesante et homogène dans 
r intérieur d^un angle dièdre^ dont V arête est horizon- 
tale^ et qui est formé par deux lames égales et rectan-- 
gulaires, libres de tourner autour de l'arête commune. 
Les bords extrêmes des deux lames sont réunis par un 
fil dont on augmente graduellement la tension. Déter- 
miner la valeur qua cette tension lorsque la sphère com- 
mence à prendre un mouvement ascendant. 

Admettons, pour plus de simplicité^ que les deux 
lames soient homogènes ; nommons Q le poids de chacune 
d'elles, a a leur inclinaison mutuelle, a a la longueur de 
leurs côtés inclinés, R, R^ et F, F' les pressions normales 
et les frottements qu'elles exercent sur la sphère, fx, y! 
les coefficients de frottement, P le poids de la sphère, r 
son rayon, et T la tension du fil. 

Lorsque le système est en équilibre, son centre de gra- 
vité est situé dans le plan vertical qui contient Farête 
fixe; d'où il suit que les deux lames font des angles égaux 
avec lliorizon. De plus, la symétrie du système montre 
que Ton a 

R'=R et F' = F. 
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Ceci posé, projetons sur la yerticale les forces qui sol- 
licitent Ist sphère, et prenons autour de l'arête, fixe les 
moments des forces qui sollicitent la première lame. Il 
vient 

• 2Fcosa-4- P = 2Rsina, 

Rrcota -t- Qa sina= 2Tflcosa. 

La sphère ne peut prendre un mouvement ascendant sans 
glisser sur Tune des lames; par conséquent, elle commen- 
cera à monter lorsque le frottement F sera devenu égal à 
la plus petite des quantités fjiR, (x'^R'. Supposons que fx 
soit inférieur à ix' ; alors la sphère commencera par glisser 
sur la première lame, à laquelle se rapporte le coeffi- 
cient /ui, et elle roulera sur l'autre face du dièdre. A cet 
instant on aura, d'après les équations précédentes, 

a(sina — fACOSa) 

T =: -. : -f-, . + - Q tanga, 

!\a%\VLaL\%V[iCk — fACOsa) 2 

ou, si Ton pose (x = tange , 

^ Pcoss ^ Prcos« I ^ 

R==— T-7 :j ^ = 7 = ^-7 ^. -4-- Q tanga. 

2sm(a — «) ^a^MxoL^Mii^oL — t) 2 

2. Deux roues égales O, O', situées dans un même 
plan vertical y sont posées sur un plan incliné^ leurs 
axes sont réunis par une barre homogène ^ qui porte en 
son milieu un poids Q ; Vune des roues O est enrayée^ 
Vautre est libre. Quelle est la plus grande inclinaison 
du plan qui soit compatible a\fec V équilibre du chariot? 

Soient rie rayon des roues, P leur poids, 2a la lon- 
gueur de la barre qui unit les axes, q le poids de cette 
barre, X et Y les composantes de la réaction de la roue 
libre sur la barre estimées suivant une parallèle et suivant 
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une perpendienlaire aa plan incliné, R et R' les réac- 
tions normales du plan sur les deux roues O et O^ (f Fin- 
clinaison du plan, [i le coefficient de frottement entre le 
plan et la roue O . 

Considérons Tensemble de la barre et de la roue en- 
rayée, comme ne formant qu'un seul corps ; et supposons 
que ce corps soit sur le point de glisser. Si nous proje- 
tons les forces qui le sollicitent, d'abord sur une perpen- 
diculaire au plan incliné, puis sur une parallèle, et que 
nous prenions leurs moments par rapport à Taxe de la 
roue, il vient 

R + Y = (P-4-Q-t-çr) cOSify 

pR — X = (P -4- Q -t- y )sinf , 
ftRr-t-2ûY=:(Q-i-y)flC0Sç. 

Prenons maintenant les moments des forces qui solli- 
citent la roue libre, par rapport à son point de contact 
avec le plan. Nous trouvons 

Xr=Prsinç. 

L'élimination des quantités X, Y, R, entre les quatre 
équations qui précèdent, nous donne la tangente de Tin- 
clinaison cbercbée 

tangcp = — • 

°^ na — pr 

3. Deux barres égales AC, BC sont réunies en C par 
une charnière sans frottement, et leurs extrérhités infé^ 
rieures reposent sur un plan horizontal. On connaît 
par Qbservation la plus grande valeur Ç> de V angle ACB 
qui soit compatible avec réquilibre, et Von veut avoir 
le coefficient dé frottement entre les extrémités injé- 
rieures et le plan. 

Ce coefficient de frottement est égal à - tang -• 
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4. Varcanseur^cale, imaginé par M. Blaim pour 
empêcher le recul des 'voitures, se compose d'une tige en 
fer OM mobile autour d'un àxe horizontal O, tfui est 
solidement implanté dans le châssis d^B la ^voiture, au- 
dessus de la roue. L^ extrémité M de la tige est pliée 
horizontalement en forme de crochet. 

Quand on 'veut se servir de cet appareil, on laisse 
tomber la tige en arrière de la roue; le crochet s^ arrête 
contre la jante un peu plus bas que V essieu, et la presse 
par V effet de la pesanteur, à la manière d'un léger 
frein. 

A quelle condition doit satisfaire cet appareil pour 
que le frottement du crochet sur la jante s'^ oppose à 
tout mouvement rétrograde de la roue?^ 

Soient C le centre de la roue, OA une perpendiculaire 
à MC, ^ le coefficient de frottement 
au départ entre la roue et le crochet, 
R la pression normale de la roue sur 
le crochet. 

Supposons la roue immobile , et 
imaginons qu'on exerce sur elle un 
effort tendant à la faire rétrograder 
dans le sens de la flèche. La tige reste 
en équilibre sous l'action de son poids, de la pression R 
dirigée dans le sens du rayon CM, et d'une résîsUnce au 
frottement dirigée suivant la tangente au cercle dans la 
direction MF. 

Nous représenterons par Pa le moment du poids de la 
tige relatif à l'axe O, et par (x'R la résistance au frotte- 
ment. ifJ sera une quantité positive, croissant avec l'ef- 
fort exercé, toujours inférieure ou égale à (i. 
L'équation des moments relatifs au point O est 

Va -h p'R.MÏ — R.OA = o. 




On en tire 
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OA — p'MA 



ia3 



D'après cette formule on voit que la pression R augmente 
en même temps que /x' avec reflbrt exercé pour impri- 
mer à la roue un mouvement rétrograde, et devient 
infinie quand 



,_0A 



Il s^ensuit que dans le cas où fx est égal ou supérieur à 

rj- le mouvement rétrograde est impossible. 
MA 

La condition cherchée est donc que Taugle de frotte- 
ment arctangfx soit inférieur à Taugle aigu que la tige 
fait avec le rayon de la roue mené au point de contact. 
U est aisé de voir que l'appareil n'oppose à la marche 
de la roue en avant qu'un léger frottement dont la valeur 
est 

_ f*Pg 

^ ~"ÔA-4-fAMÂ 

5. O etO' sont deux roues dentées formant un en-- 
grenage^ les dents en prise sont MN et MN'. Les cir- 
Fig. 19. conférences primitwes^ dont 

les centres sont O et CK, se 
touchent au point A. La pre- 
mière roue conduit la 5e- 
conde. 

Il s'agit de démontrer que, 
quel que soit V effort exercé 
sur la roue motrice pour la 
faire tourner dans le sens de la flèche , le moui^ement 
n^aura lieu quà la condition que l'angle de frottement 
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au départ entre les deux roues, arctang p, soit plus 
petit que V angle AMO'. 

Quand cette condition n'est point satisfaite, il y a arc- 
boutement entre les deux roues. 

SECTION IIL 

ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES ARTICULÉS. — POLYGOHE 
FUIÏICULAIRE. 

1 . Plusieurs tiges rigides et sans poids sont réunies 
bout à bout par des charnières, de manière à former un 
polygone plan à angles variables. Chaq^e tige est soU 
Ucitée par une force proportionnelle à sa longueur^ ap^ 
pliquée en son point milieu^ et qui est dirigée suivant la 
perpendiculaire menée dans le plan de la figure. Quelle 
est la forme du polygone lorsque le système est en équi" 
libre? 

Fuss, Mémoires de Saint'Pêtcrshourg y 1817-1818, p. 46- 

Soient A, B, C, D, 'etc., les sommets du polygone; 
p, q, r, etc., les réactions mutuelles 
qui ont lieu entre les côtés qui abou- 
tissent aux sommets A, B, C, etc.; 
Aa, aB{3, jSCy les droites suivant 
lesquelles sont dirigées ces réactions; 
P, Q, R, etc., les forces appliquées 
aux côtés AB, BC, CD, etc. 

La tige BC étant en équilibre sous 
Faction de la force Q et des réactions 
q et r dirigées suivant B^ et C|3, il 
VVÂ^ s'ensuit que ces trois forces se ren- 

\ \\ coQtrept en un même point, que le 

ï\ triangle B|3C est isocèle, et que les 

réactions q elr sont égales. 
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De plus, la réaction 9, estimée en sens contraire de la 
force Q, est égale à la moitié de cette dernière force, c'est- 
à-dire que l'on a . . ► 



de même, 
et, par suite, 



ysinCBpzrziQ; 



i7sinABa=: -P, 
.2 



sinCBp _ BC 
sinABa ~" BÂ' 



Dans le triangle ABC on a pareillement 

sinCAB _ BC 
sinACB~^BÂ' 

d'ailleurs^ 

CBp -f. ABa = CAB -4- ACB; 

par conséquent, 

CBp = CAB et ABaz=ACB. 

Faisons passer une circonféirence par les points A, B, C. 
D'après la relation que nous venons de trouyer, elle est 
tangente à la droite a^. Puisque les triangles AaB et 
B/3C sont isocèles, elle est aussi tangente aux droites Aa 
et pC. Cette même circonférence passe par les autres 
sommets du polygone et est tangente aux droites suivant 
lesquelles s'exerce la pression à ces sommets^ car si nous 
faisons passer une circonférence par les sommets B, C, D, 
elle aura avec la première circonférence deux tangentes 
communes aux deux mêmes points B, C, et par conséquent 
se confondra avec elle. . 

D'après cela, quand l'équilibre a. lieu, le polygone est 
inscriptible, les pressions mutpelles des tiges aux articu- 
lations sont dirigées suivant les tangentes au cercle cir- 
conscrit, eues sont égales entre elles; le' rapport de la 
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* Décomposons de la même manière la force A, qui est 
appliquée au point a^ en deux forces appliquées en A et 
une force IV^ appliquée en D, dirigée suivant DB. 

La somme des moments des deux forces A égales et 
contraires appliquées aux points a et a, étant nulle par 
rapport à tout point de l'espace, il en résulte que les com- 
posantes B'' etiy sont égales et contraires (*), et que les 
quatre composantes appliquées au point A se font équi- 
libre. 

On voit donc que nous pouvons remplacer le fil a a par 
un fil dirigé suivant la diagonale BD, et dont la tension 

sera 

-- Aa.Ag.BD 
aa.DA.BA* 

Nous remplacerons pareillement le fil cy par un fil 
dirigé suivant la même diagonale BD, et dont la tension 

sera 

- C7.Cc.DB 
c7.BC.DC* 

Les deux fils aa,cy se trouvent alors remplacés par un 
seul fil dirigé suivant la diagonale BD, et dont la tension 
est égale à la somme 

— Aa.Ag.BD •;- C7.Cc DB 
fla.DA.BA"^ c7.BC.DC' 

Aux deux fils b^^dâ^nons substituons de même un seul 
fil dirigé suivant la diagonale AC, et dont la tension est 
égale à la somme 

g Bp.B6.CA --^ Dd.Dd.AC 
^p.AB.CB "^ rf^.CD;AD' 



(*) On reconnatt, en effet, que la valeur de B'' ne change pas par la 
permutation de B en D et de a en a. 
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, Nous rentrons ainsi claies le problèn^e précédent, et, 
diaprés ce problème, la relation cherchée est 



OB.OD 



* \ ^p.AB.CB "^ as. CD. ad) 




BD 

_ OA.OC / Â.Aa.Ag C.Cy.Çg X 
"" ^* \ aa.DA.BA cy. BC.DC / ' 

EuLCR, ydcia A Cad. Petrop,, 1779; part. 11, p. 106. 

4. Quatre barres égales et homogènes AB, BC, CD, 
Fig. a3. DE, réunies bout à bout par des 

charnières B, C, D, sont en équi^ 
libre dans un plan vertical; les 
extrémités A, E sont engagées 
dans deux charnières situées sur 
une même horizontale; on con- 
naU la distance AE, ainsi que la hauteur du sommet D 
au-dessus de Vhorizontale AE. Déterminer les condi- 
tions d'' équilibre. 

Soient a et iS les angles que forment avec Thorizon les 
deux barres inférieures AB, ED et les deux barres supé- 
rieures BC, DC. 

La seule condition d'équilibre est 

tanga = Stangp. 

Du sommet C abaissons une perpendiculaire CF sur 
Thorizontale AE. Soient CF = «, AF = EF=i, et a:, y 
les distances du sommet B aux deux droites CF, AF. On 
trouve, dans le cas d'équilibre, 

«1 -4- 26» — [a* -h a^b^ -4- b^Y 

X=z ^—7 -' , 

X 

r = i i • 

•^ 2a 

L 2* ton.. Q 
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Ces dernières formules ont été dominées par Q)uplet dans 
ses Recherches sur la construction des combies de char^ 
pente (*). 

5. Polygone fîinîculaire. — Soient : 
MoMiMf... M„.i M„ un polygone funiculaire en équi- 
libre 5 

Pj, P,,..., P«.i les forces appliquées aux sommets Mj, 
M,,..., M„»i;. 

Ti, Ti,. .. , T» les tensions des cordons M^Mi, M|Ms,.. ., 
M„.iM„. 

On peut supposer le polygone solidifié, et l'équilibre 
ne cessera pas d'avoir lieu. Or l'équilibre d'un corps so- 
lide exige que les projections des forces sur une direction 
quelconque fassent une somme nulle; donc les projections 
des forces P et des tensions extrêmes Ti, T„ sur une di- 
rection quelconque font une somme nulle. Par suite, si 
l'on trace, à partir d'un point arbitraire, des droites cou* 
sécutives parallèles et proportionnelles aux forces Tt, 
Pi, P«,..., P»-i, T„, ces droites formeront un polygone 
fermé. 

Ce que nous disons pour le polygone funiculaire entier 
s'applique à une portion quelconque de ce polygone. Il en 
résulte que les diagonales du polygone des forces qui 
joignent le sommet (Ti, T„) aux sommets successifs 
(Pi, P,), (P„ Ps),..., (P„_„ Pn-i), sont parallèles aux cor- 
dons Ml M,, MsMsi* • -9 M„.sM,».i et proportionnelles à 
leurs tensions Tt, T», . . . , T«_i. 

6. Ponts suspendus. — Appliquons ce théorème au 
polygone formé par chacune des chaînes d'un pont sus- 
pendu. Considérons la portion de la chaîne qui est com- 

(*) Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, 1731, p. 69. 
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prise entre deux sommeu M^, M», situés a la même 

hauteur, mais d'ailleurs 
quelconques, et faisons 
abstraction du poids de 
la chaîne. Les forces P 
sont toutes verticales; 
par suite, le polygone 
est plan; ces forces 
agissent a égales dis- 
tances; de plus, elles sont égales entre elles, sinon le 
tablier tendrait à se courber. 

D'après cela, portons sur une droite verticale M^ A» 
des longueurs égales Mo At, A, At, etc.j en même nombre 
que les côtés du polygone considéré^ des extrémités M©, 
A. de r ensemble de ces longueurs^ menons deux parole 
lèles aux côtés extrêmes^ et joignons Tintersection Mj 
de ces deux lignes aux points de division A^, As, etc. 
Les lignes MoMi, AiMi, AsMi, etc., seront parallèles 
aux chaînons successifs, proportionnelles à leurs ten^ 
sionSj et aussi proportionnelles à leurs longueurs (*). 

Quand on se propose de construire un pont suspendu, 
on ne se donne pas à priori Tangle de Tun des chaînons 
M^Mi avec la verticale; mais plutôt on choisit convena- 
blement la hauteur de l'extrémité M^ au-dessus du chai- 
non horizontal MsMi. Dans ce cas, pour trouver la direc- 
,tîon du chaînon MqMi, on observe que ce chaînon et 
le chaînon horizontal supportent en définitive la moitié 
d'une portion du tablier dont les extrémités dépassent de 
quantités égales les projections des sommets Mj, M3 ; d'où 
il suit que les directions M^ M|, M^M, doivent se couper 
sur la verticale du centre de gravité de cette portion du 



(*) Laii£ et Clapbtron, Journal des voies de communication; Saint-Pé- 
tenboorg, 1837, n® 6. 

9* 
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tablier, c'est-à-dire à égale distance des verticales des som- 
mets Mi, Ms* Dès lors, ces verticales étant connues, on a 
deux points de la direction cherchée M^Mi. Pour tracer 
le polygone, il ne reste plus qu'à placer bout à bout, à la 
suite de la ligne M^^Mi, des droites égales et parallèles aux 
obliques AiMi, A^Mi, etc. 

Soient a la longueur d'un chaînon en projection hori- 
zontale, b la longueur M^ Ai ou la différence entre les pro- 
jections verti<Tales de deux chaînons consécutifs, et O le 
milieu du chaînon horizontal. Prenons la verticale OX 
pour axe des x et l'horizontale 0A„ pour axe des j*. 

Les coordonnées du point Ms sont 

a 
celles du point Ms sont 

x=:bj / = --»-«; 

celles du point Mi, 

x=zb '{-T.b, jr7=z — h 2fl; 
celles du point M^, 

x=^H-2^H-3^, r = — h Sût; 

2 

et généralement celles du n**"" sommet à partir du chai* 
non horizontal sont 

a:=i:[i -h 2 -h 3 -+-.. .-H (« — i)jo, y=: a. 

Éliminant n entre ces deux équations, il vient 



C'est l'équation d'une parabole. 
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. Les sommets du polygone formé par les chaînes sont 
donc sur une. même parabole dont Taxe est vertical et 

dont le paramètre est égal ^ -t-* 

On peut observer que tous les cbainons sont tangents 
en leur point milieu à une même parabole égale à la pre- 
mière, (f^o/r chap. V, sect. ii, prob. 10.) 

7. Quatre barres AB, BC, CBi, BiAj sont articulées 
entre elles aux points B, C, Bj situés dans le plan ver- 
tical de la figure. De 
plus, elles sont reliées 
par les tirants AC, BBt , 
CAi \ et tout le système 
repose par les extrémi- 
tés A, Ai sur un plan 
horizontal. Les pièces 
AB et BC ont respectii^ement les poids P e^ Q égale- 
ment répartis sur leur longueur^ tout est symétrique de 
pan et d* autre de la verticale CD; on néglige le poids 
des tirants. 

Calculer les tensions m, n des tirants AC, BBi et les 
pressions petq qui s'exercent aux articulations B et C. 

^ Soit BG une perpendiculaire sur AC, et x rinclinaison 
de la pression p sur rhorizontale. 
On trouve 




^_ (P+2Q)AF 
"*- ^BG ' 



2WBG-+-Q.FD 



AD . ^ CD 

p cos X = /w -—• 9 /? sui a: =: Q -4- m —-7 • 
ACj AC* 

8. Une tige honzontale ADB porte un poids Q à son 
extrémité B, et est soutenue par une seconde tige CD 5 
les extrémités AetC sont fixées sur une même verticale. 
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et sont munies de charnières, ainsi que le point dejonç" 
tien D. Déterminer la pression exercée à l'extrémité C 
de la seconde tige. On négligera le poids des deux tiges. 

Soient H la composante horizontale de la pression citer- 
citée, et V la composante verticale. 

On trouve 

H = Q^, V = Q-, 

« 

et, par conséquent, la pression totale est 

\AC AD J 

9. Deux barres égales et homogènes sont réunies par 
une charnière^ on place le système sur un cylindre hori^ 
zontal, de telle sorte que les deux barres forment un 
angle circonscrit à la section droite du cylindre. Quel 
est V angle des deux barres dans la position d* équilibre? 

Soient a a la longueur de chaque barre, r le rayon du 
cylindre, et 20 l'angle des deux barres. 
L'angle est déterminé par Téquation 

rco8 0=^isin'0. 

10. Un quadrilatère, formé de quatre tiges assemblées 
à leurs extrémités par des charnières, doit a%foir deux 
côtés parallèles, si Von veut qu*il ne se déforme pas 
quand on tend des fils entre les milieux des côtés 
opposés. 
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CHAPITRE V. 

ÉQUILIBRE D'UN FIL FLBXIBLE. 



Galilée {*) cliercha le premier à dëtcrminer la forme 
qu^affecte un fil fle3dble et pesant, lorsqu^il est soutenu par 
ses extrémités. II crut pouvoir annoncer que la courbe est 
mie parabole; c^est qu en effet, dans le voisinage du point 
le plus bas, la courbure du ùl ressemble à celle d^une pa« 
rabole. La méprise de Galilée ne tarda pas à être signalée. 
Joachim Jungius [**) fit d'abord des expériences qui mi- 
rent en relief Terreur du célèbre physicien ; puis Jacques 
Qemoulli ^***) traita la question par l'analyse avec un 
entier succès. Ce dernier porta le défi aux géomètres de son 
temps de résoudre le problème de la chaùielte^ c'est ainsi 
qa*il nommait la courbe décrite par le fil. Trois des con- 
currents trouvèrent la solution : ce furent Jean Bernoulli, 
Leibnitz et Haygbens; Jacques Bernoulli prouva de son 
côté qu^il avait lui-même résolu la question. Ces solu- 
tions &rent données sans calculs dans les jécta erudito^ 
nuTt pour Tannée 1691 (juin, p. 273-282). La première 
démonstration ne parut que six ans plus tard dans les 
Philùsophical Transitions^ elle est de David Gr^ory. 

Âpr& avoir discuté la forme de la chaînette décrite par 
WL fil homogène et d'épaisseur constante, Jacques Ber- 
noulli (****) dirigea ses efforts sur des cas plus compli- 



ce) Meehaniem, dialogo II, p. i3f . 

(**) Geometrîca empiriea. 

(***) Aeta eruditorumg Lips., i6go; mai, p. 217. — Operm, 1. 1, p. 494- 

(*****) Aeta eruditorunit Lips., i6gi ; juin, p. 38g. — Operm, t. I, p. 449* 
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Si Ton ëliœme r, on trouve 

//a? I mYds= dy j m'K.dSf 

df 1 mZds = dz j mYds^ 

d% I mTLdsz=zdx j mZds. 

Deux quelconques de ces dernières équations représentent 
la courbe décrite par le fil. 

CoROLLAnix I. — Intégrons les équations (a) par rap- 
port à 5, et ajoutons les carrés des résultats, en ayant 
égard à la relation 

dj^ dr^ dz" 

nous trouTons 

/»=^ Çm^ds\\ ( ÇmYds\\ ( ÇmZds\\ 

Cette formule nous fait connaître la tension. 

On peut encore obtenir la tension sous une autre forme. 
En effet, multiplions les équations (a) respectivement par 
dXj d/j dz^ et ajoutons les produits, en observant que 
Téquation [b) nous donne par diflférentiation 

dxd^x drd\x dzd^z _ 
imF'^'ds ds* '^ ds ds''"^' 
ilvi^it 

r=— I m{Xdx-hYdx-{'Zdz)'^const. 

Ces deux formules ont été données pour la première fois 
par Fuss dans les Mémoires de Saint-fPétenbourg (i794f 
p. i5o, i5i). 

Corollaire II. — Quand le fil entier sera situé dans un 



même plan, nous prendrons ce plan pour celm des jrjr, 
et la courbe sera représentée par la seule équation 

dx l mYds=zdy I m'K.ds. 

SECTION U. 

FIL SOLLICITÉ PAR DBS FORCES PARALLÈLES. 

1 . Un fil fiexible et pesant est attaché par ses extré'- 
mités en deux points fixes ; la masse m rapportée à 
Vunité de longueur varie d'un point à utji autre, suivant 
une loi donnée. Troui^er l'équation de la courbe formée 
par le fil. Réciproquement, la courbe étant donnée, 
déterminer la loi suii^ant laquelle varie la masse. 

Le fil sera tout entier situé dans un plan vertical. 

Prenons Taxe des x horizontal, et Taxe des y vertical 
dirigé de bas en haut^ conservons pour le reste la nota- 
tion employée dans la section précédente* 

Ici 

X = 0, Y=:;~^, 

et les équations (a) se réduisent aux suivantes : 



d / dx\ 
La première équation donne 



dx 
(2) / -— . = const. = C. 

ds 

Or, au point le^ plus bas de la courbe, on a — = i; par 
conséquent, si Ton nomme t la tension da fil en ce poifit, 
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et réquation (a) devient - ' \ 

(3) '^ = r. 

Éliminons t entre cette dernière formule et Téqua- 
tion (i); nous obtenons 

Au point le plus bas de la courbe, ^ = o ^ par consé- 
quent, si rpn nomme a la valeur de s correspondante à 
ce point, on aura 

dy 



dx 






Telle est l'équation différentielle de la courbe. Pour Tin- 
tégrer, il faut connaitre l'expression de m en x, y, s. 
Difiérentions cette dernière formule^ il vient 

d^X 

(4) '" = i^- 

dx 

Cette équation fera connaitre la masse m, lorsqu'on aura 
Téquation de la courbe. 
La tension est 

— — 
dx 

Jean Bernoulli, Lectiones mathematicœ, 
lect. 38, Sg, 4o; Opera^ t. m. 

2. Un fil flexible et pesant est attaché par ses êxtré-- 
mités en deux points fixes^ la masse rapportée à Vunité 
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de longueur est en chaque point inversement propor^ 
tionneUe à la racine carrée de l'arc qui sépare ce point 
du point le plus bas. Déterminer la courbe formée par 
lefil. 

Conservons la notation du problème précédent, et 
comptons les arcs à partir du point le plus bas, lequel 
sera pris pour origine des coordonnées. 

Soit /ix la masse correspondante à l'extrémité de Tare c. 
Ona 

Posons, pour abréger, 

Alors 
differentiant, 



^ dx \dx) "~r/x"" V 






—4=^=.. d'où .p^, + ^,=* + c. 



V- 



dx^ 



C est une constante que Ton détermine par la condition 
que Ton ait à la fois 

dT 
x=zo et -f- = o. 
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(0 ^?yï+^=* + ap, 

ou 

2prf/ = [(ar + 2p)» — 4P»]» cCr, 

et par intégration, 

C H- 2p^ = - (a: H- ap) \Jx^ -^ ^^x 

— 2pMog[x4-2p ■4-(«»-4-4P*)^J- 

On détermine la constante 0/ par la condition que la 
courbe passe à l'origine ; cela donne 

C'=-2pMog(2p), 

d'où 

2 ^ P 

Telle est l'équation de la courbe. 

Corollaire. — L'équation (i) donne 

cls j: -4- 2 p 

S"" 2p * 

par conséquent la tension a pour valeur 

dx 2 p ^ ^^ 

Jban Bernoulli, Lect, mathem,\ Opéra , t. III, p. 497* 

3, Un fil flexible y dont les extrémités sont fixées sur 
une même ligne horizontale, prend la forme d^une demi' 
circonférence, sous l'influence de la grainté. Déterminer 
la loisuiifant laquelle la masse du fil rapportée à V unité 
de longueur varie d^un point à un autre. 
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Conservons la noution du problème précédent, et mâI 
a le rayon de la circonférence. 
L'équation de cette courbe est 

On en tire 

* 

dy X d}y a' 

ds a 

et, d'après le problème I^ équation (4)9 

T dx^ r a Tfl 

ni = — 



g ds^ ga^ — x^ gi^a-^rY 
dx 

Ainsi la masse varie en raison inverse du carré de la 
distance au diamètre horizontal. 

Corollaire. — La tension est 

ds ta ra 



dx ^a' — x* f^—jr 
Jean Bsenoulli, Opéra ^ t. III, p. 5o2. 

4. Un fil homogène, d^ épaisseur constante^ est atta^^ 
ché par ses extrémités en deux points situés sur une 
même ligne horizontale^ la tension aux deux extrémités 
est égale au poids de tout le fil. Déterminer la longueur 
du fil, la distance verticale des deux extrémités au point 
le plus bas de la courbe décrite, et la direction des tan^ 
gentes extrêmes. 

Prenons Taxe des y vertical^ à égale distance des deux 
points d'attacbe, et Torigine à une telle bauteur, que la 
tension, au point le plus bas de la courbe, soit mesurée 
par le poids d'une longueur de fil égale à Fordonnée de ce 
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point. Soient m la masse du fil rapportée à ronité de lon- 
gueur, 2 a la distance des extrémités, c l'ordonnée du 
poin( le plus bas, d la distance verticale de ce point à la 
droite qui joint les deux extrémités, / la longueur du fil, 
et cp Tinclinaison des tangentes extrêmes sur Taxe des x. 
L^équation de la courbe est, comme l'on sait, 



On en tire 






Il nous faut éliminer Tinconnue c de cette expression. 
Au point [x^j) la tension est 

f' -"^ 
mgx = -mcg l ^^ -I- fî ^ ) . 

A Textrémité, cette valeur devient 

Or, par hypothèse, cette tension doit être égale à mgl-j 
donc 

-mcgie^-he "" j = mcg {e"" ^ e '^ U 



et, par suite, 



3a 



e" =3, - = -log3, 



log3 \ / "~ i/3 log3 



\/3 log3 
Telle est la longueur du fil. 
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L'ordonnée des points d'attache est 

Cette ordonnée est aussi représentée par c + ^9 donc 

2 \ / logS ^3 

Telle est la distance du point le plus bas à la droite qui 
joint les extrémités. 
On a généralement 



i=K''-''')' 



a l'extrémité du fil, 






d'où 



TT 



5. 27/1 Jil homogène, d^ épaisseur constante ^ repose 
en équilibre sur deux chenilles très-minceSy situées à la 
même hauteur^ et qui n exercent aucun frottement. On 
connaît la distance 2 a des deux supports, et l'on de^ 
mande la moindre longueur du fil qui puisse permettre 
r équilibre^ on propose encore de déterminer, pour une 
longueur donnée du fil, la courbe qiUil affecte, et la 
pression P quil exerce sur chacun des deux supports. 

Nommons L la longueur totale du fil, T sa tension 
aux points d'appui, et conservons pour le reste la notation 
du problème précédent; l sera la longueur du fil courbé 
en chaînette. 

I. a« ttrr. lO 
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D'après ce qui précède, Féquation de cette courbe est 



(0 



r = \[?^e '«), 



où c représente l'ordonnée du point le plus bas, et mcg 
la tension en ce point. 

Nous avons aussi (probl. 4) 

(2) -ï^lmcgie'^^e ^ j 5 
d'ailleurs, il est clair que, en vertu des données, 

par conséquent. 

Si, dans cette équation, on remplace / par sa valeur 

il vient 

a 

(3) L=2cc^; 

d'où l'on voit que la plus petite valeur que L puisse 
admettre correspond à la racine positive de l'équation 

laquelle est 

Ainsi la plus petite longueur du Ci est 
L 1= 2ae. 
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Supposons maintenant que la longueur L soit donnée, 
et supérieure à aae» 

L'équation (3) aura deux racines positives, Ci et c^, 
l'une supérieure à â, Vautre inférieure ^ la plus grande 
correspond à un état d'équilibre stable, et la plus petite 
à un état d^équilibre instable. Considérons l'une d'elles Cf 
L'équation de la courbe sera 



et nous aurons 



ou (probl. i) 



tangif 






P r= 2TCOS 

3 



Par conséquent, 

( -\ 

'P = mcig \i -h e^' / 




Ce problème s'applique à une pièce d'étoffe homogène, 
d'une largeur constante, que Ton voudrait soutenir sur 
deux bâtons fixés horizontalement à la même hauteur, 
dans dés directions parallèles. 

Jnnaîes de Gergonne^ t. XIX, p, SSg. 

6. Un fil pesant et homogène est attaché par Vune de 
ses extrémités à un point fixe situé au-dessus d^un plan 
incliné y tandis que Vautre extrémité et une portion du fil 
reposent sur ce plan. On connaît la longueur totale du 

lOv 
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fil, VincUnaison du plan, celle de la tangente à la 
courbe au point d^ attache, et Von demande la longueur 
de la portion du fil qui repose sur le plan. 

Soient ABC le fil dont il s'agit, Â le point d'attache, BC 
la partie qui repose sur le plan incliné, / la longueur to-^ 
taie du fil, /' celle de la partie qui repose sur le plan^ 
a Tinclinaison de ce plan sur Thorizon, et a> celle de la 
tangente à la courbé à l'extrémité A. 

L^arc AB appartient à une certaine cbalnette; suppo- 
sons que cette chaînette soitprolongée jusqu'en un point A 
situé à la même hauteur que le point A, et qu'elle soit 
décrite par un fil semblable à celui que nous considérons. 

Nous disposons les axes, relativement à cette chaînette 
auxiliaire, comme dans le problème 4, et nous conservons 
la même notation ; de plus, nous nommons L le sommet 
de cette chaînette, et nous comptons les arcs s à partir de 
ce point. 

D'après les formules 

ds 



=i.(J-rf)=4. 



la tension au point B est — ^j et les arcs LB, LA sont 

*■ cosa 

respectivement égaux à ctanga, ctangtp. 

Ceci posé, la tension au point B est nécessairement 
égale au poids de la portion de fil BC qui repose sur le 
plan, estimé suivant la longueur de ce plan. 

On a donc 

., , mes 

mgrsmoLz= — 2., 
cosa 

c=:i'sinacosa. 
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/ — /' = arc LA — arcLB =. c (tangç — langa) 
=r l'sinotcosa. (tang^ — tanga), 

cosacos(f — a) /cosf 

cosç cosa cos (y — a) 

* 7. Une chaîne flexible y homogène, mais d'inégale 
épaisseur, est suspendue par ses extrémités. Déterminer 
la loi suivant laquelle doit varier V épaisseur en chcujue 
points et la courbe que doit affecter la chaîne ^ pour que 
la tension varie d'un point à un autre proportionnelle^ 
ment à V épaisseur, ou que la chaîne présente partout 
égale chance à la rupture. 

Conservons les notations du problème 1 , et nommons tù 
le rapport constant qui existe entre la masse m rapportée 
à runité de longueur et la tension t. 

Les formules (3) et (4) du problème 1 nous donnent 

ds T dx^ 

m :=z t<ù := ùiz -r- = --J 

dx g ds 

dx 



ou 



/ df-^\ dW 






I -i- p 

dx 



si l'on pose, pour abréger, -^ = p. 

L'intégrale est 

tàgx-zn arc tang/7, 

dy 

/?== — = tang.wg^x 



nous n'ajoutons pas de constante, parce que nous suppo- 

\ dy 
sons Torigine située au point le plus bas où —- = o. 



l5o MÉCÀIÏIQUE RÀTIOïïIÏELLE. 

Si l'on intègre la dernière équation, il vient 

r = log (cos.»gx) , 

e " cos,(agx=z i; 

nous n'ajoutons pas de constante par la même raison que 
plus haut. 

Cette dernière équation est celle de la courbe décrite 
par la chaîne. On voit qu'elle est composée d'une infinité 
de branches comprises entre deux asymptotes verticales. 
Nous n'avons à considérer que la branche comprise entre 
les asymptotes 

Portons la valeur de p dans l'équation 

ds 
/w = f « m WT -7- ; 
ax 

il vient 

ce qui fait connaître la tension et l'épaisseur de la chaîne 

en un point quelconque. 

Nous avons encore 

dx 
ds m: -^— — — 1 
cos.^gx 

par conséquent, la longueur d'un arc de la chaîne compté 
à partir du point le plus bas jusqu'au point [x^ y) est 

s = log ; ^9 

awg" I — siïi.vigx 

et le poids de cet arc a pour valeur 

//• d.vigx 
nigds=:T I — —2 — z= xtang.tùgx. 
^ J cosKtagx ^^^ * 
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Le rayon de courbure p est donné par la formule 



Puisque g = «g- (±y, 



dp 



\ ds i , t me 

p=z —=z sec.û>/?4?z=: =: 2- 

* tiig dx »g TWg" T»*g^' 



a' 



d'où l'on voit qu'en chaque point de la chaîne le rayon 
de courbure est proportionnel soit à la tension, soit au 
poids de Télément. On voit aussi qu'au point le plus bas 

ce rayon est égal à — • 

FiNCK et BoBiLLiERy J/inalcs de Gergonne, t. XVII, p. 6i. 

8. Un fil pesant est attaché par ses deux extrémités 
en deux points fixes. La masse du fil rapportée à V unité 
de longueur est proportionnelle ^ en chaque point, au 
cosinus de V angle que la tangente à la courbe fait avec 
Vhorizon. Trousser F équation de la courbe. 

Soient m = J3 — la masse correspondante au point 

(x, y) et T la tension au sommet de la courbe. 
La courbe est la parabole 

Jacques Bernoulli, Acta erudit.; Lîps., Jun.y Operoy 1. 1^ 
p. 449* — J*^^ Bérwoulli, Opera^ t. m, p. Soi. 

9. Déterminer la courbe décrite par un fil pesant y 
lorsque la masse rapportée à V unité de longueur est pro- 
portionnelle à y siji(^^ n étant posilifj, et <f désignant 
Vinclinaison de la tangente sur V horizon. 
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Si Ton pose 

m = py sin flp , 

et si l'on choisit une origine telle, que l'axe des x passe au 
sommet inférieur de la courbe et que jr =zoo pour x = o, 
ou trouve l'équation 

Lorsque n est égal à Tunité, la courbe est une hyperbole. 
Jacques Brrnoulli, jécta erudit.; Lips., Jun., Opera^ t. I, 
p. 449' — J^^^ Behnoulli, Opera^ t. III, p. Soi. 

10* Un fil pesant décrit une parabole du second 
degré dont l'axe est verticaL Déterminer la loi suivant 
laquelle varie la masse rapportée à V unité de longueur. 

Soit 

l'équation de la parabole. 
On trouve, par les formules générales, 



Autrement : supposons le fil solidifié entre deux points 
A et 6 choisis à volonté. La portion de fil A6 est en 
équilibre sous Taction de son poids et des tensions qui 
s'exercent aux extrémités ; ces trois forces se coupent donc 
en un même point. Les deux tensions sont dirigées sui- 
vant deux tangentes à une parabole ; elles se coupent sur 
le diamètre qui passe par le milieu de la corde des con- 
tacts 4 par conséquent, le centre de gravité de la portion 
de fil AB se trouve sur ce même diamètre vertical ; c^est-à- 
dire qu'une portion quelconque du fil, considérée en pro- 
jection horizontale, a sou centre de gravite au milieu de sa 
longueur. Ceci exige que le fil considéré en projection 
horizontale soit homogène. En d'autres termes, la masse 
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du fil rapportée à l'unité de longueur varie en raison 
inverse du cosinus de son inclinaison sur Thorizontale. 
, C'est ce qu^exprime la formule trouvée précédemment. 
Jban Bbrkoullii Operûy t. III« p. 5o4* 

il. JJn fil pesant est attaché par ses extrémités en 
deux points fixes situés sur une même ligne horizontale^ 
et la courbe décrite est une cycloïde. Déterminer^ en un 
point donnée la masse du fil rapportée à V unité de lon^ 
gueur^ et trouver le poids de l'arc compris entre le sommet 
de la cjrclo'ide et le point donné. 

Soient 

j-=z a (i — cosb>] 

les équations de la cycloïde, et P le poids cherché. 
On trouve 

sec'-« 

2 ^ I 

m =r —, > P = T taiig - «. 

12. Un fil pesant j de longueur donnée^ est attaché 
par son extrémité en un point fixe A, situé sur un plan 
horizontal et dépoli, tandis que Vautre extrémité est 
attachée à un poids posé sur le plan. Entre le poids 
et le point A est une fente étroite qui permet au fil de 
pendre librement. Trouver la plus grande distance du 
poids au point A qui soit compatible avec V équilibre du 
système» 

Soient jx le coefficient de frottement du poids sur le 
plan, n le double du rapport entre le poids donné et celui 
du fil, / la longueur du fil et a a la distance cherchée. 

On trouve 

na = al[n-\- 1) .log ^ ,' ^ / 
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13. Un fil pesant est attaché par ses extrémités a 
deux clous situés sur une même ligne horizontale. On 
connaît la distance de ces deux supports. Quelle doit 
être la longueur du fil, pour que la pression exercée sur 
chacun des deux supports soit un minimum P 

Soient sa la distance des supports, l la longueur du 
filet 



<{^*-'') 



Téquation de la chaînette. 

Si Ton détermine c par l'équation 

a 

(0 «'=^' 



a 
1 

c 



on a 



Prenons, par exemple, aa = lo™^ nous trouvons 

c=4»,i68... et /=i2",578 

Diarian Repositoij, p. 644- 

L'équation (i) peut s'écrire 

n s'ensuit que le produit de la longueur du fil par Técar- 
tement des points d'attache est égal à quatre fois le pro- 
duit des deux longueurs de fil dont les poids seraient 
respectivement égaux aux tensions de l'extrémité et du 
point le plus bas. 

14. Un fil pesant, suspendu par ses extrémités, décrit 
une courbe représentée par l'équation 
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Trouver le point du fil auquel la masse rapportée à 
Vunité de longueur est un maximum^ et déterminer la 
'Valeur de ce maximum. 



Les coordonnées du point cherché sont 

2 V^T^ 



a a 



et la masse correspondante est égale à 

Diarian Repository, p. 435. 

15. On suppose une chaîne pesante, homogène^ dont 
les bouts sont fixés aux extrémités A, B d^une tringle 
horizontale. Vun des chaînons, C, est engagé sur la 
tringle et peut s^ y mouvoir sans frottement. Démontrer 
que dans Vétat d^équilibre le plus petit des deux feS" 
tons AC, CB, formés par la chaîne, est égal et super- 
posable à une portion du plus grand, 

SECTION in. 

FIL SOLLICITÉ PAR UNE FOKCS CENTRALE. 

1 . Trouver V équation de la courbe décrite par un fil 
a6. flexible, dont toutes les molécules 

sont attirées vers un centre fixe. 

Soient APP'B une portion du fil; 
S le centre d'attraction 5 
PP' un élément infiniment petit 
du fil; 

PT et P'T' les tangentes en P 
et P'; 

O le centre de courbure corres- 
'S pondant à Télément PP' ; 

p le rayon de courbure pour le même élément; 
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r la distance du point P au centre d'attraction 5 

p la distance ST du centre d'attraction à la tangente 
au point P \ 

T la distance PT : 

^ l'angle des deux tangentes PT, P'T'; 

<f l'angle SPT 5 

l'angle que forme le rayon SP avec une direction fixe \ 

s l'arc de la courbe compté dans le sens APP' B 5 

t la tension du fil au point P ^ 
. F la force attractive au même point, rapportée à l'unité 
de masse; 

m la masse du fil rapportée à l'unité de longueur. 

Projetons les forces qui sollicitent l'élément PP', d'a- 
bord sur le rayon de courbure PO, puis sur la tan- 
gente PT. 

Il vient 

Fmdss\nff=:[t -{- de) sm-^y 

Tmds cosff = (e-h de) cosip — f. 

Comme ou doit négliger les quantités infiniment petites 
d'un ordre supérieur au premier, ces équations se ré- 
duisent à 

Fmdsûnff :=e^y 

¥mdscoSffz=:dey 
ott, d'après les relations ^p = — et cosy = ~ > 

(a) Fmsino=:-n 

P 

(b) Ffndrz=de. 

Si l'on considère le triangle OPP' et le triangle sem- 
blable formé par TT' et les deux tangentes PT, P'T', on 
voit que 

ï — — ^. 

p ■" £& *' 
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d'ailleurs 

T dr 
r ds 

Divisant ces deux équations l'une par l'autre, on trouve 

r dp 

' p dr 

On a encore 

P 
sin«p = -• 
r 

Entre ces deux dernières relations et l'équation (a), 
éliminons p et sinf ; nous obtenons 

Ymdr-^ -^frrzo, 
P 

et si nous retranchons Téquation (6), 

dp dt 

P t 
L'intégrale est 

log(q») r=const., 

tp rzzconst. = C; 

elle nous montre que le moment de la tension par rap- 
port au centre fixe est le même en chaque point. 

On tire de celte formule, en la rapprochant de l'équa- 
tion (&), 

r / 

Ymdr. 



,-=/' 



Olte dernière formule peut être considérée comme 
Féquation de la courbe rapportée aux coordonnées peir\ 
mais il sera plus commode de prendre les coordonnées 
polaires r et d, qui sont liées aux précédentes par la re- 
lation 

__ HrfG 

"" \ldr^-\-r^d^^ 
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Il vient 






tr^d^^zC^dr^-^r^d^^ 


ou 


dûr= 



C'est rëquatîon de la courbe en coordonnées polaires, 
telle qu'elle a été donnée par Jean Bemoulli (*). 

La formule [b) fera connaître la tension par une simple 
quadrature, si Ton a soin d'exprimer F et m en fonc- 
tion de r. 

On remarquera de nombreuses analogies entre ces for- 
mules et celles qui conviennent au mouvement d'un 
point matériel attiré vers un centre fixe ; la tension joue 
le rôle de la vitesse. 

Le cas d'une force centrale répulsive n'a pas besoin 
d'être traité d'une manière spéciale, il suflBt de changer 
le signe de F dans les formules qui précèdent. 

2. Un fil homogène et sans poids, retenu par ses 
extrémités, est attiré "vers un point fixe par une force 
qui est inversement proportionnelle au carré de la dis-- 
tance. Déterminer la courbe décrite par le fil. 

Considérons le point de la courbe où la tangente est 
perpendiculaire à la force d'attraction. Soient r la tension 
du fil en ce point, c la distance du point au centre d'at- 
traction, et h la force attractive exercée au même point, 
rapportée à l'unité de masse. 

Conservons pour le reste la notation du problème pré- 
cédent. 

D'après l'équation (&), nous avons 

Fmdr = I A' — mdr = (- const. 

(*) 0/»era, t. IV, p. 235. 



STATIQUE. iSp 

Puisque t doit se réduire à t, lorsque r = e, la constante 
est égale à r + rnikc^ et, par conséquent, 

f =: T -f- mke • 

r 

Substituons cette valeur dans l'équation (c) ; il vient 

Cr/r 



d^ = 



r\ir-^mkc^'^—\ r» — CM 



Or, lorsque — = o, nous devons avoir r^nisC^ il en ré- 
sulte C = CT, en sorte que, si nous posons 

T 

mkc ' 

Péquation de la courbe se réduit à celle-ci, 

ncdr 



dO=: 



n convient, pour l'intégration, de distinguer trois cas, 
suivant que l'on a 

7i>i, /ï=:i, ou /Ï<I. 

Premier cas. » > i . 
L'int^rale est 

0= arr sin ^ h C. 

y/r^— I nr 

Si l'on compte les angles 6 à partir du rayon vecteur 
qui est égal à c, on a 

C = , . — > 
^/ï^— I ^ 
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d'où 

(« — i)c-f-r . /ic ^ n^—i ^\ 

^ i = sm I ^ I 

nr \7, n J 

. (n--i)c 



n cos • 9 — I 



Deuxième cas. n= i. 
L'intégrale est 

fr — c 



'=S/'- 

si l'on admet que 6 est nul lorsque r = c, on a 



C; 

r 



c 



Troisième cas. w < i. 
L'intégrale est 



v/i — /2» 

xi°4^ — ^ ^ — 7^ VT:=^J-^^ 

si 6 est nul lorsque r= c, on a 



d'où 



y î e I ; 

- VI— » VI—'* o. 



Les trois courbes que nous venons d'obtenir ont des 
asymptotes faciles à déterminer. En effets d'après le pro- 
blème 1 , on a 



CT 


CT 


ne 


P- ,- 


T -1- m A-c - 


m kc^ c 
/i-f-l 

r r 
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Si l'on fait r = oo , il vient 

ne 

c'est la distance du centre d^attraction aux asymptotes 
des trois courbes. Si Ton fait de même r = oo dans les 
équations des trois courbes, on trouve, pour la première 

courbe, 

n I 

arc cos - ; 



pour la seconde courbe, 

pour la troisième courbe, 

v/i — /i» '^ 

Ces angles sont les inclinaisons respectives des deux 
asymptotes sur le rayon qui sert d'origine aux angles 0, 
Jean Bernoulli, Opera^ t. IV, p. 24^. 

3. Un fil homogène et sans poids , retenu par ses ex- 
trémités, est soumis à l'action d'une force répulsi^fe, 
émanée d'un centre fixe, et inversement proportionnelle 
à la jx**"" puissance de la distance à ce centre. Détefirù" 
ner la courbe déente par le fil. 

Conservons la notation du problème précédent, et ad- 
mettons qu'au point où la force répulsive est perpendi- 
culaire à l'arc, la tension soit égale à • 

P -^ I 

Nous obtenons l'équation 



f^r ''^ cos (p- 2)0. 



4. Étant donnée une corde parfaitement flexible et 

I. 2*ÉDIT. II 
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homogène y mais d'inégale^ épaisseur^ dont tous les e7é- 
ments sont soumis à V action d^une force centrale inver- 
sement proportionnelle à la distance^ troui^er la loi sui- 
vant laquelle doit varier V épaisseur en chaque point et 
la courbe que doit affecter la corde dans le cas d^équiU-^ 
hre^pour qucj dans cet état^ la tension varie d'un point 
à un autre proportionnellement à V épaisseur^ ou que la 
corde présente partout égale chance à la rupture. 

Conservons la notation et les axes du problème 2; de 
plus, prenons pour unité de force celle qui agît à l'unité 
de distance, et pour unité de densité celle de la corde, 
en sorte que la section du fil soit représentée par le même 
nombre que la masse rapportée à Tunité de longueur. 
Nommons a le rapport constant qui existe entre la sec- 
tion m et la tension t en chaque point de la corde, dans 
Tétat d'équilibre. 

Les formules (i) et (c) du problème 1 nous donnent 
les équations 



,=«.(:)*' 



r^»cos.{i±fl)e=:c»=±=«, 

dans lesquelles le signe supérieur répond à une force at- 
tractive, et le signe inférieur à une force répulsive. 

On voit que la trajectoire peut être, suivant les cas, un 
cercle, une hyperbole équilatère, une lemniscate, ou 
quelque autre courbe. 

Les deux équations qui précèdent permettent d'évaluer 
le volume d'un arc, compté à partir de l'axe polaire, en 
fonction de la section an point où l'on s'arrête. 

Soit V ce volume. On trouve 



V = 



{i^r--^- 



i±.a\ 
OssMH BoMiiKT, Journal de M. Lkmvflle, t. IX, p. 97 ; i844> 
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SECTION IV. 

FIL PLACÉ SUR UNE COUEBE FIXE. 

1. Un fil flexible et pesant est maintenu en équilibre 
sur une courbe sàuée dans un plan vertical. Déterminer, 
en un point donnée la tension dujil et la pression exer- 
cée sur ta courbe. 

Prenons Taxe des x horizontal, et soient : 

P le point donné dont les coordonnées sont Xy y\ 

P'un point infiniment voisin ; 

pie rayon de courbure qui correspond à l'élément PP'; 

cp Tangle des deux rayons de courbure qui aboutissent 
«ox points P et P^; 

ds la longueur de l'élément PP' ; 

m la masse du fil rapportée à Puni té de longueur ; 

t la tension au point P \ 

R la pression que supporte la courbe au même point P. 

Projetons les forces qui sollicitent rélémenl PP' sur la 

tangente au point P. Il vient 

dr 
[t -{- dt) cosf^ — t=: mgds — 9 

ou simplement 

dt =: mgdy. 

Si Ton suppose que Taxe des x passe par le point où 
la tension est nulle, Tintégrale est 

Projetons les mêmes forces sur la normale au point P 

n vient 

dx 
mgds -y + (^ -4- dt) sinç = Vids , 



OU 

ds^^ * ds 



dx ç « 



II. 
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ds 
et puisque pz=z ^^ on a 

2. Un Jil Jlexihle passe sur une courbe située dans 
un plan vertical^ et porte à ses extrémités deux poids 
égaux ^ le poids du fil peut être considéré comme nul 
Dis'-à'Vis des poids quil supporte. Déterminer la preS'^ 
sion exercée sur la courbe en un point donné. 

Conservons la notation du problème précédent, et 
nommons Q Fun quelconque des poids suspendus aux ex- 
trémités. 

Si Ton projette sur la normale au point P les forces quî 
sollicitent l'élément PP', il vient 

ou simplement 

f=:Rp. 

Si Ton projette les mêmes forces sur la tangente au 
point P, on trouve 

(f 4-^r)cos(p — tz=zO, 
ou simplement 

cltz=iO^ f = const. 

Or, au point où la tangente est verticale, 

rr=Q; donc Q = Rû, R=i:5. 

P 

Corollaire. — La pression totale que supporte la 
courbe est 

Soit 4> Tangle des deux normales menées aux points où 
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le fil abandonne la courbe. La pression totale aura pour 
valeur la quantité Q4> augmentée des pressions qui 
s'exercent aux points extrêmes. Ces pressions addition- 
nelles seront nulles, si la tangente en ces points extrêmes 
est verticale; dans ce cas, la pression totale est ttQ. 
EuLEE| Novi Comment, Petrop,^ '775* p. 807. 

3. Un fil Jlexihle passe at^ec frottement sur une 
courbe située dans un plan vertical^ et porte à ses 
extrémités deux poids Q, Q\ dont le premier est trop 
considérable pour que Véquilibre puisse subsister s'il nj 
avait pas de frottement; le poids du fil peut être ne- 
gligé viS'à-vis des poids quil supporte. Quelle relation 
doit exister entre les poids Q, Q' et le coefficient de 
frottement p, pour que le système reste en équilibre ? 

Conservons la notation du problème précédent, et con- 
sidérons le système lorsqu'il est sur le point de glisser. 

Si nous projetons les forces qui sollicitent Télément 
PP', d'abord sur la normale au point P, puis sur la tan- 
gente, il vient 

(/-h^/)cosç — r-t- \i.Kdsz=z O, 

on simplement 

f = Rp, 

lit -k- iLRds=:o. 
On tire de ces formules 

dt=: — a - (iSy 
P 



Iog/z= — ftj l = — ^if^. 



Pour que les calculs soient plus nets, remplaçons la 
lettre <f, qui nous représente un angle infiniment petit, 
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par la différentielle dQ d^un angle compté à partir 
d^une direction fixe. Nommons di , 9^ les valeurs de 6 cjui 
correspondent aux points extrêmes, où le fil abandonne 
la courbe, en sorte que 4> soit égal à la différence &t — di . 
Nous aurons 

log/=: — fA I dO=z — nQ -t-COnst. zm — fA0-t-C. 

Si nous appliquons cette formule aux points extrêmes, 
il Tient 

logQ = C — f*0., logQ' — C — f*0„ 

iog|::.Ke,-oo, | = ./^(^»-^^)^ 

d'où il résulte que la condition d'équilibre est 

Lorsque le fil est sur le point de glisser^ on a 
log/-logQ'=,t{9,-0), 

Q' 

alors la pression totale exercée sur la courbe est égale à la 
somme des pressions exercées aux points extrêmes, plus 
la quantité 

fnds =(t ^ =J "'idB = Q' J *• e''(''.'-«)rfO 

Corollaire. — Si les tangentes à la courbe aux points 
extrêmes sont verticales, on a 
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et la condition d'équilibre devient 



Q<e/"t. 



Q' 
£uLER| Novi Comment. Petrop.^ '775| p* 3 16. 

SECTION V. 

ÉQUILIBRE d'un FIL ÉLASTIQUE. 

Lorsqu'on suspend différents poids à rextrémîté d'un 
fil élastique et de longueur donnée, on observe que ral- 
longement est proportionnel au poids. Si Ton fait varier 
la longueur naturelle du fil, oh trouve que l'allongement 
est proportionnel à cette longueur, tant que le poids du 
fil peut être considéré comme nul relativement au poids 
qu'il supporte. 

Il résulte de là que, si l'on nomme a la longueur na- 
turelle du fil, a* la longueur du fil lorsqu'il porte un 
poids P, et X une constante qui dépend de la nature du 

fil, on a 

a'z=ia[i -hVP), 

Cette loi fut d'abord énoncée par Hooke, dans le 
catalogue de ses découvertes placé à la fin de sa Des^ 
cription of Helioscopes. Elle y était cachée sous l'ana- 
gramme ceiiinosssttuu [ut tensio sic vis) ^ mais, plus tard, 
l'auteur ne craignit point de la développer et de la jus- 
tifier, dans son Traité De potentia restitutii^a. La 
théorie de Hooke servit de base au Mémoire de Leibnitz, 
Demonstrationes noi^œ de resistentia solidonun^ qui fut 
inséré dans les Acta eruditorum pour Tannée i784« On 
peut consulter avec fruit sur ce sujet les Elementa Phy'- 
5à?e5 de S'Gravesande, lib. I, cap. 26. 

1* On suspend un filélastù/ue et pesant ABC par son 
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extrémité A, au point 6 o/t attache un poids P, ef o/^ 
laisse pendre librement la portion BC. Quelle est la 
longueur du fil placé dans ces circonstances? 

On connaît le coefficient d'allongement X, les longueurs 
a et £ des parties ÂB et BC dansTétat naturel du fil, ainsi 
que la masse rapportée à Punité de longueur m dans 
Tétat naturel. 

Soient : 

PP^ un élément infiniment petit de la partie AB; 

t la tension au point P ; 

X la distance de ce point à Textrémité supérieure A \ *^ 

c U longueur naturelle d'une portion de fil dont le 
poids serait égal à P ; 

a', h' les longueurs des parties AB, BC dans les cir- 
constances du problème. , 

Considérons d'abord la partie AB. 

La masse rapportée à l'unité de longueur, dans le fil al- 
longé, est égale à r- ; d'où résulte , pour l'élément PP', 

la condition d'équilibre 

friedx 

ou 

{\'^\t)dt-\'m^dxz=zo^ 

t(\-\"-\t\ -f- Wl^a: = COnSl, =rC. 

Or, lorsque a: = o, 

lorsque ar = a', 

t=mg{b -hc). 

Substituant ces valeurs dans la formule qui précède et 
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retranchant les résultats, il vient 



d'où 

û' = a I I H — \mg[a -h 2Ô -h ne) I • 

Considérons maintenant la partie 6C. 
Soit T la tension à la distance y du point B. 
On a 

T ( I 4- - Xt I -t- mgx =: const. = C. 

Or, lorsque j^ = o, 

r=z mgb; 
lorsque j^ = i', 

T=0. 

Substituant ces valeurs dans Téqnation précédente et 
retranchant les résultats, on trouve 

b'==b(i -h-lmgbU 
Ainsi, 

a' -f- b'^rza-h b -+- -'kmg[a{a-hab-{- !:tc)-h b^]. 

Telle est la longueur du fil dans les circonstances indi- 
quées. / 

2, Un fil élastique et pesant ABC est fixé par son 
extrémité A au sommet d'un plan incliné AB, dont la 
longueur est égale à celle du fil dans son état naturel. 
Déterminer la longueur de la partie de fil BC qui pend 
au-dessous du plan . 

Soient a la longueur du plan, a son inclinaison, x la 
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distance au point A d'un point du fil AB, et t la tension 
en ce point. 

Considérons d'abord la partie de fil qui repose sur le 
plan. 

On a 



d'où 



dl H — — - dxzzzoï 



M iH — \t\ -t-iîîgd:sina = const. = C. 



Si l'on désigne par t la tension au point B, par T la 
tension au point A, et que l'on applique la dernière for- 
mule à ces deux points, on obtient 

T ( I -I- - ^T I 4- mga sin a = T ( 1 4- i ^T | • 

D'ailleurs, ^ et a — «^ désigniint les longueurs naturelles 
des parties de fil 6C et A6, on a 

T = mgSj T =: mg\^s -\- (a — s) sîna]. 

Ces valeurs, substituées dans la dernière équation, don- 
nent 

- \mg [a — s)[7,s -^ {a — s) sina] = s. 

De cette équation du second degré on tirera la valeur de 5, 
et la reportant dans l'expression 



r( iH — \ms lî 

\ ^ y 



on aura la longueur effective de là partie de fil qui pend 
au-dessous du plan. 

3. Un fil élastique et rectiligne réunit deux poids qui 
reposent sur deux plans inclinés et parfaitement polis. 
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Trouver la position d'équilibre du système^ en négligeant 
le poids du fil. 

Soient P et Q les deux poids, AC et BC les plans sur 
lesquels ils reposent, a, f3 les inclinaisons de ces plans 
sur rhorizon, Q Tinclinaison de la direction PQ sur la 
direction horizontale AB, a la longueur naturelle du fil, 
a' sa longueur effective dans l'état d'équilibre et T sa 
tension. 

Considérons isolément l'équilibre du poids P, puis 
celui du poids Q. Il vient 



d'où 



Psina=:Tcos{a-— 0), 
Qsinp=:Tcos(p 4-0); 

Psina Qsinp 

ces (a — 0) cos(p-4-0)' 

PcotS — Qcota 
^ P4-Q 

Cette équation détermine l'angle Q. 

La longueur du fil est donnée par les équations 

f i '.r^x r ^ Psina "1 

^ ' L cos(a— 0)J 

4. Déterminer la courbe qu affecte une corde élas- 
tique et pesante, lorsqu'on la suspend par ses deux ex- 
trémités. On suppose que la corde est homogène et que, 
dans son état naturel^ elle est partout dégale épais- 
seur. 

Soient m la masse de la corde rapportée à Funité de lon- 
gueur dans l'état naturel, t la tension et s l'arc compté à 
partir du point le plus bas. 

Prenpns l'axe des j^ vertical et dirigé de bas en haut. 
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On a, comme aa problème i de la section U, 






mg 



La première équation nous donne 

dx 

en désignant par r la tension au point le plus bas. 
Si l'on reporte la valeur de t dans la secondé équation, 

et que l'on pose, pour abréger, -^ = /;, îl vient 

(.) r^ = Î^C=. 

Nous allons ici substituer successivement à la variable s 
les variables x et y. Nous pourrons intégrer une première 
fois*, alors nous aurons deux relations finies entre p, x 
et y, et l'élimination de p nous donnera l'équation de la 
courbe. 

Remplaçons ds par sa valeur ^i H- p^dx\ il vient 

(2) mgdxz=:r[-jr:z==: + \r\dp, 

\\/l-hp' J 

ce qui donne, en intégrant, 

mgx = T [log ip -4-V^i -f-/?^ ) + ^T/^]> 

(3) c ^ =p^sji'^p\ 

Multiplions l'équation (2) par p, et remplaçons pdx 
par sa valeur dy 5 nous trouvons 

mgdy = r[ JL -h >t/? ) dp. 

\>Ji-hp' ) 
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L'intégrale est 



(4) iiig7 = TV«-t-/?^4--XT'/?»; 



2 



nous n'ajoutons pas de constante, parce que nous admet- 
tons que l'ordonnée du point le plus bas est égale à — • 

On peut tirer facilement de celte équation la valeur 
de p en fonction de ^ ; si Ton porte cette valeur dans 
l'équation (3), on aura l'équation de la courbe, laquelle 
est assez compliquée. 

Il est cependant facile d'assigner la position d'un point 
donné à volonté sur la corde dans son état naturel. En 
eJBfet, prenons l'équation (i), dans laquelle les variables 
sont 5 et p, 

(5) ° —xcip. 

Le premier membre représente le poids de l'élément ds\ 
si donc nous appelons P le poids de l'arc s compté à 
partir du point le plus bas, nous aurons 

(6) P-=T/7, /> = — 

T 

Soit Â un point donné sur la corde. On connaît le 
poids P de la partie de la corde qui est comprise entre le 
point milieu et le point A; par conséquent, si t est 
connu, on connaît aussi la valeur de p correspondante 
au point Â, dans la courbe que la corde décrit lorsqu'on 
la suspend par ses extrémités. Substituant cette valeur 
de p dans les équations (3) et (4), on aura les coor- 
données du point considéré. Si maintenant nous supposons 
que A soit l'une des extrémités de la eorde^ les valeurs 
de X et de P relatives à cette extrémité étant fournies par 
les données, les équations (3) et (6) nous feront con- 
naître T. 
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L'équation (5) nous fait connaître la longueur de Tare 
qui se termine au point A 5 car, si l'on intègre celte 
équation, on trouve 

^=^\p-^^''P ^^-^p' -^ ^^^°s ^p -*- Vï-+-/^Ol • 

L'équation (2) nous donne le rayon de courbure p cor- 
respotidant au même point A. 



3 



dœ 

On voit qu'au point le plus bas le rayon de courbure est 
égal à 

t(i+^t) 
mg 
FiNcx. et BoBiLLiEÀy Annales de Gergonne, t. XVII, p. 65. 

5. Deux poids égaux sont réunis par un fil élastique 
et sans pesanteur dont la longueur naturelle est connue. 
Déterminer^ dans un plan vertical ^ deux courbes telles^ 
que si Von dépose les deux poids sur ces courbes à la 
même hauteur et partout où Ton voudra^ ils restent en 
équilibre. 

Soient P l'un des poids et a la longueur naturelle du 
fiL Prenons l'axe des j^ vertical, dirigé de haut en bas età 
égale distance des deux poids ; plaçons l'origine de telle 
sorte que la tension du fil soit nulle en même temps que 
l'ordonnée des poids. 

Les courbes cherchées sont deux demi-paraboles repré- 
sentées par la double équation 



(x=pf)=X« 



Pr. 
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6. Autour if un cône ^vertical et parfaitement poli, on 
place un anneau élastique, dont on connaît le rayon 
naturel a et le poids P. Déterminer la position déqwr 
libre pour cet anneau. 

Soit a rinclinaison des génératrices du cône sur Taxe- 
Le rayon de Tanneau dans sa position d^équilîbre est 



ail 4-^ — cota) : 



cette valear détermine la position d'équilibre, car l'an- 
neau doit rester horizontal. 
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CHAPITRE VI. 

PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. 



Considérons un système de points matériels assujettis à 
des liaisons quelconques et sollicités par des forces choi- 
sies à volonté. Concevons que Ton donne aux points du 
système des mouvements infiniment petits et compatibles 
avec les liaisons, puis que l'on fasse le produit de chaque 
force par le petit chemin qu'a parcouru son point d'ap- 
plication suivant la direction dfe cette force, et qu'on 
ajoute tous ces produits. La somme obtenue sera nulle, 
quels que soient les mouvements imprimés, si l'équilibre 
subsistait avant que Ton eût dérangé le système^ et réci- 
proquement, si la somme est nulle pour tous les mouve- 
ments compatibles avec les liaisons, l'équilibre subsistait. 

Cette proposition est connue sous le nom de principe 
des vitesses virtuelles^ les projections, sur les directions 
des forces, des petits chemins que l'on conçoit parcourus 
par les points d'application correspondants, se nomment 
vitesses virtuelles, et les produits des forces par les vi- 
tesses virtuelles correspondantes se nomment moments 
virtuels. 

L'énoncé du principe tel que nous venons de le donner 
suppose que les liaisons peuvent s'exprimer par des équa- 
tions, ou, ce qui revient au même, que les points sont 
assujettis à rester sur des surfaces données. S'il arrive 
que les points soient simplement assujettis à ne pas péné- 
trer dans l'intérieur des surfaces, alors, pour .qu'il y ait 
équilibre, il suffit que la somme des moments virtuels 
soit toujours nulle ou négative, et jamais positive. 
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Les géomètres remarquèrent d'abord cette propriété de 
Féquilibre dans quelques machines particulières, puis 
ils. furent conduits pas à pas à reconnaître que cette loi 
est entièrement générale. Guido Ubaldi (*) l'observa d'a- 
bord dans l'équilibre du levier; Galilée (**) la découvrit 
plus tard dans le plan incliné et dans les machines qui 
s y ramènent; le premier il introduisit dans la science 
l'expression moment d^une force, pour signifier le pro- 
duit d'une force par la vitesse virtuelle die son point d'ap- 
plication. Pour qu'une machine sollicitée par deux forces 
soit en équilibre, dit-il, il faut que les forces aient des 
moments égaux et de directions contraires. 

Le principe des vitesses virtuelles fut exposé pour la 
première fois dans toute sa généralité par Jean BernouUi, 
dans une Lettre à Varignon (***) datée de Baie, le 26 jan- 
vier 1717* Lagrange a depuis magnifiquement développé 
l'étonnante fécondité de ce principe, dans la Mécanique 
analytique. 

Le même principe des vitesses virtuelles a donné nais- 
sance à d'autres lois générales qui s'en déduisent presque 
immédiatement. C'est dans celte classe qu'il faut ranger 
la loi de Torricelli (****), savoir, que deux poids inva- 
riablement liés entre eux sont en équilibre lorsque le 
centre de gravité du système a la plus basse position qui 
soit compatible avec les liaisons. 

Tels sont encore les principes de Maupertuis et de 
Courtivron. Considérons un système de points matériels 
liés entre eux et sollicités par des forces P, Q, R, etc., 
dirigées vers des centres fixes, et fonctions des distances p, 
q^ r, etc. , de ces centres aux points d'application corres- 

i^* ) Mechanicorum liber : de Librà, de Gochleà. 

(** ) Délia Scienga mecanica; Opéra, 1. 1, p. 365; Bologna, l655. 

(""'') nouvelle Mécanique, t. Il , sect. g. 

^7(*K»^ De mottt gravium naturaliter descendentium ; i644* 

I. 2« ÉBIT. 12 
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pondants* Déplaçons un peu le système, et soient dp^ 
dq^ dr^ etc., les accroissements des distances p, q^ r, etc. 
D'après le principe des vitesses virtuelles, si le système 
est en équiUbre, nous aurons 

Vdp -f- (^dq -h Re^r -h . . . = o ; 

d'ailleurs, il est aisé de voir que le premier membre de 
cette équation est la différentielle d'une certaine fonc-» 
tion n des distances p, ^, r, etc., en sorte que l'équation 
pourra s'écrire 

dlizzz o. 

De là il résulte que, si II est un maximum ou un mini- 
mum, le système est en équilibre. Tel est le principe de 
Maupertuis qui fut publié sous le nom de loi du repos 
dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris 
pour l'année 1740 ; Euler le développa plus tard dans les 
Mémoires de V Académie de Berlin. 

La réciproque du principe de Maupertuis rie serait pas 
exacte, car on peut avoir ^11 = o, et le système peut 
être en équilibre, sans que II soit un maximum ou un 
minimum. Lagrange (*) a observé que, lorsque H est un 
minimum, l'équilibre est stable, et que, lorsque II est un 
maximum, l'équilibre est instable. En particulier, un 
système de points matériels soumis à la seule force de la 
pesanteur sera dans un équilibre stable ou instable, sui- 
vant que son centre de gravité aura la plus basse ou la 
plus haute position qui soit compatible avec les relations 
géométriques qui lient entre eux les différents points du 
système. 

Le principe de Courtîvron (**) peut s'énoncer ainsi: 



{*) Mécanique anàljrtiifue ; i^ partie, sect. 5. 

^^**) Mémoires de VÀcadémie des Scienees de Paris; 1748, p. 3o4i et 1749» 
. i5. 
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Dans un système de corps en mouvement sous Taction de 
forces qui varient suivant une loi donnée, toutes les posi- 
tions du système auxquelles la force viVe est un maximum 
sont des positions d'équilibre stable, et celles où la force 
vive est un minimum sont des positions d'équilibre in- 
stable. 

SECTION I. 

ÉQUILIBRE. 

1 . Un point matériel P éprouvée de la part de deux 
centres fixes A e£ B des attractions constantes a et /3, 
Déterminer sa position d'équilibre. 

Soient 

AP=:r, BP = r', AB=:a. 

Prenons le point A pour origine des coordonnées, et la 
droite A6 pour axe des x. 

Écartons un peu le point P de sa position d'équilibre 5 
et soient dr'^ dr les variations des distances r, r\ 

Nous devons avoir 







aJ/--h 


^dr'zz 


= 0, 


où 


r = 




dr = 


œdx -h ydj- 




rV/^^+rS 








dr'z^ 


— [a — x)dx-\-ydy 

sj[a-xy^y- 




r'=V(«- 


^)'+JS 


Substituant ces 


valeurs, il 


vient 






xdx-hydjr - 


-(«- 


x)dx'hjrdjr _ 



Ici ilx et dy sont arbitraires, comme le déplacement im- 
primé^ par conséquent, leurs coeflBcients doivent être 

la. 
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séparément nuls, 

OLX p (a — x) __ 



^x' -hy^ V (« — ^y -*- J' 

La dernière équation donne j^ = o, et la première exige 
que |3 soit égal à a. 

Ainsi réquîlibre n'est possible qu'autant que les attrac- 
tions sont égales^ et, dans ce cas, le point attiré peut 
être placé partout où Ton voudra sur la ligne qui joint les 
centres d'attraction. 

EuLER, Mém, de l'Jcad, de Berlin ^ 1751, p. 184. 

2» Une tige rigide et sans poids AOB appuie son 
Fig. 27. extrémité inférieure A contre une mi" 

s B nure verticale y porte sur un clou hori- 

\^^^\ zontal O, et soutient un poids connu P 
^^^ □ à son extrémité supérieure. Détemur 

* ' ner la position d'équilibre, ainsi que 
les pressions exercées sur le clou et 
sur la rainure. 

Soient a la longueur de la tige AB ^ 
b la distance horizontale du clou à la rainure^ 
X la longueur de la partie AO ^ 

j la distance de l'extrémité B à l'horizontale du sup- 
port O ; 

R la pression supportée par la rainure \ 
S la pression supportée par le clou. 

La pression R est horizontale et la pression S est per- 
pendiculaire à la tige. 

Supposons que l'extrémité A glisse un peu le long de la 
rainure sans que la tige abandonne le clou.; alors le mo- 
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ment vîMuel de la force R est nul, celui de la force S est 
un infiniment petit du second ordre, et Ton a simplement 



Or 




donc 



Cette valeur de or détermine la position d'équilibre. 

Déterminons les pressions : pour cela, faisons glisser 
la tige le long de la rainure, de manière qu'elle reste pa- 
rallèle à elle-même. Soit a le chemin parcouru. Il vient 



— Pa + S-a=::o; 

X 



d'où 



X 




i/l- 



Nous obtiendrons la pression R, si nous déplaçons la tige 
dans le sens de sa longueur. Soit (3 le chemin parcouru. 
Nous avons 



R P„ppV_^ = Ol 



d'où 






EuLER, Mém. de VJcad. de Berlin y 1751, p. 196, 



3s Trois points mobiles A, 6, C sont assujettis à cette 
seule condition, que le triangle formé par ces points 
dMime sommets reste constamment semblable à lui" 
rnàrne. On demande quelles sont les conditions d*éqm* 
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Ubre de trois forces appliquées à ces trois points dans le 
plan du triangle» 

Quand le point C reste immobile, deux mourements 
sont possibles : ou le triangle tourne sans se déformer 
autour du point C, ou bieji le côté AB se met seul paral- 
lèlement à lui-même. 

Nommons a et b les côtés du triangle opposés aux soin*! 
mets A et B, a et |3 les forces appliquées à ces sommets, 
m et n les angles qu^elles font respectivement avec G A 
et CB. 

Le premier mouvement virtuel nous donne 

basinm -h a^siunz=.o; 

le second donne 

bacosm -f- a p cosn = o . 

Ces deux relations équivalent aux deux suivantes : 

a a 
P b 

La première exprime que les forces sont proportion,** 
nelles aux côtés du triangle opposés à leurs points d'ap* 
plication. La seconde exprime que les directions des 
forces a, j3 se coupent sur le cercle circonscrit au 
triangle ABC. 

Les conditions d'équilibre sont donc que les directions 
des trois forces se coupent en un même point de la cir- 
conférence menée par les trois points donnés A, B, C, et 
que leurs intensités soient proportionnelles aux sinus des 
angles du triangle ABC, dont les sommets sont aux points 
d'application des forces. , • • 

Cette seconde condition d'équilibre, eu égard à la jIm- 
mière, revient à la condition générale d'équilibre. entre 
trois forces concourantes, à savoir, que chacune d'elW 
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soit proportiomieUe au sinus de Tangle formé par les deux 
aolres. 

MoBBibsy Nouvelles Annales de Math,, i855) p. 85.^ 

4. Un point pesant, placé sur un plan incliné, est sol- 
licité par une force F de direction connue. Déterminer, 
dans le cas d'équilibre, l'intensité de la force F et la 
pression exercée par le plan. 

Soient P le poids du point, a Tinclinaison du plan sur 
rhorizon, a -f- e celle de la force F, et R la pression exer- 
cée par le plan sur le point. 

Déplaçons le point sur le plan incliné et nommons ^ le 
chemin parcouru. Il vient 

Fpcosfi— Ppsina = 0} 
d'où 

„ ^ sin a 
F = P . 

COS8 

Déplaçons le point horizontalement d'une quantité $• Il 
vient 

Résina — F^cos(a-4- 6) = o; 
d'oà 

^ _^ cos(«-ht) _ p cos(aH-e) 
sia a ces e 

EcLEE, Mém* de VJcad, de Berlin, i^Si, p. 191. 

5. Une tige rigide et sans poids AOB peut tourner 
librement dans un plan vertical autour de son extré-^ 
mité A, qui est fixe, et porte un poids P à son extrémité 
wférieure B. La tige est soutenue au point O par un res^ 
sort disposé suivant un arc de cercle décrit de A comme 
Centre, et dont la force de contraction est proportion- 
nelle à r inclinaison de la tige surVhorizon, Détefminer 
la position • d ^équilibre. 

Soient a la longueur de la tige, b la distance AO de 
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rextrémité fixe au point d'application du ressort, cp Tin- 

clinaison de la tige sur Thorizon, E la force de contrao^ 

tion di:^ ressort lorsque l'angle f a la valeur a. La force 

de contraction correspondante à un angle quelconque f 

£0 
sera— 2- 

a 

Faisons tourner la tige d'un angle très-*petit autour de 
son extrémité fixe. Il vient 



JE® 
l?acosod(f èd(f=zo; 



a 

d'où 

ces <p Eb 

Telle est l'équation qui détermine l'angle f , dans l'état 
d'équilibre. 

EuLER, Mém, de l'Jcad. de Berlin, 1751, p. 196. 

6. Une barre pesante kk'&J''R pose son extrémité infé" 
Fig. 28. rieure A sur un plan horizontal, 

et s* appuie en A\ A" sur deux 
chei^illes horizontales perpehdi^ 
culaires à sa longueur f la pre-- 
mière cheville A' est au-dessus de 
la barre, la seconde est au-des- 
sous. Déterminer les pressions R, 
R', R" exercées par le plan et les deux chevilles A', A''. 

Soient a. l'inclinaison de la barre sur Thorizon, P son 
poids, G son centre de gravité, A'G = a, AA'=45 
A'A''=c. 

Faisons glisser là barre dans le sens de sa longueur et 
d'une quantité quelconque j3. Il vient 

Rpsina — Ppsina=: o, 
R = P. 
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Pour trouver la pression R^, faisons glisser la barre sur 
le plan d'une quantité très-petite, en même temps qu'elle 
tourne autour de la cheville A'^ et s'éloigne de la che- 
ville A^ Ce mouvement peut se décomposer en deux 
autres : Tun de glissement dans le sens de la longueur de • 
la barre, l'autre de rotation autour de A'^ Le premier 
mouvement a déjà été considéré, et le second nous donne 

— R(^ + c}cosa^a + R'c«?a -+- P(c — a)cosadaL ==z o; 

d'où 

a -¥- b 

K'= Pcosa. 

c 

Nous obtiendrons R'^ si nous faisons glisser légèrement la 
barre le long du plan, en même temps qu'elle tourne 
autour de A' et s'éloigne de A''. Il vient 

— KbcosxdoL — Pa cosa^fa •+- R'Wa = o; 

d'où 

R'^^zî^^ Pcosa = R'. 
c 

7. Un fil de longueur donnée, situé dans un plan ver- 
tical, passe sur une très -petite poulie fixe A, et porte 
à ses extrémités deux poids P et T?' qui reposent sur 
deux courbes S etS\ La première courbe est connue, et 
^équilibre du système subsiste, quel que soit le point de 
cette courbe sur lequel on place le poids P. On demande 
dé déterminer la seconde courbe S'. Le poids du fil peut 
être négligé. 

Soient / la longueur du fil PAP', p et p^-les longueurs 
des parties AP et AP', (p et (sf les inclinaisons de ces fils 
sapla verticale, et /{p, ç) = o l'équation de la courbe 
donnée. 

Faisons glisser légèrement le poids P sur sa courbe; 
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nous aurons 

Pc/.p COS^ + Vd, p' COS ff' = o. 

Celte relation subsiste en tout point des courbes S et S'; 
on peut donc l'intëgrer, et il vient 

[Pp cosf -H P'p' COS y = const. = C; 
d^ailleurs 

Si l'on élimine les quantités p et y entre ces deux rela- 
tions et Téquation 

/(p, ff) = Oy 

Téquation finale 

F(p',?') = o 

représentera la courbe chercbée. 

Jeaht BERirouLLiy Acto erudît,y i6g5, febr., p. Sg. 

Leibnitzj ihid.^ apr., p. i84. 

L'HospiTàL, ih,^ Suppl.» t. II, sect, vi, p. 28g. 

8. Quatre barres homogènes AB, BC, CD, DE réunies 
bout à bout par des charnières 
sont en équilibre dans un plan 
vertical. Les extrémités A, E 
sont engagées dans deux char» 
nières fixes situées sur une 
même horizontale. Les barres inférieures AB, DE sont 
égales entre elles ^ les deux barres supérieures sont pa-* 
reniement égales. Déterminer la relation qui existe 
entre les angles que les barres inférieures et les barras 
supérieures forment auec Vhorizon. 

Soient aa la longueur des barres inférieures, %h cdle 
des barres supérieures, P le poids des premières baires^ 
Q celui des secondes, a Tinclinaison des premières apr 
l'horizon, ^ celle des secondes, et h la hauteur du centré 
de gravité du système au-dessus de Thorizontale A£» 
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On a 

(P -+- Q)A = Va sina -h Q(2affln« -^ bm^). 

Puisque Féquilibre a lieu, h est un maximum ou un mi- 
nimum, et, par conséquent, 

(F) o=:(P -f-2Q)acosa£fa H-Q^cosp^p. 

D'ailleurs, la distance AE ëtant invariable, sa différen- 
tielle est nulle, c'est-à-dire que Ton a 

o =:ûf.(4«cosa -4-4^00813) = asinaifa-+- ^sinf^p. 

Multiplions Téquation (F) par sina sinjS, et tirons de 
l'équation résultante la valeur de tang a; ayant égard à 
notre dernière formule, nous trouvons 

tang a =r — --^ ungp. 

C'est la relation chercliée. 
Si P = Q, il vient 

tang a = 3 tang p (*). 

9. Une barre pesante AB repose tangentiellement sur 
p. 3^ une courbe dont le plan est verti- 

cal ^ et appuie son extrémité A 
contre un plan vertical perpendi- 
culaire au premier^ la courbe est 
de telle nature^ que la barre reste 
en équilibre, quel que soit son point 
de contact» On demande de trou^ 
V0r V équation de cette courbe. 

Soient G le centre de gravité de la barre et a la distance 
du point G à l'extrémité A. Prenons la verticale du point 
kîfoùx axe des/; désignons par or, j les coordonnées du 

■^ |i ■ ' ' 

(*) Foir p. lag, probl. 4. 
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point de contact sur la courbe, et par y^ l'ordonnée du 
centre de gravité de la barre. 

La Géométrie nous donne l'équation 

, / ds\ dy dy dy 

Puisque Féquilibre a lieu, la dérivée de y par rapport 

à X est nulle, 

d^X 

d^r ^"d^ 



v-mi 



et puisque Téquilibre a lieu quelque soit le point de con- 
tact^ cette équation convient à tous le^ points de la courbe 
cherchée. Cette même équation se partage en deux autres : 
l'une, 



da:^ = ^' 



représente une ligne droite quelconque; Fautre, 

a pour intégrale 

^H- («^ — x^) -=const. 

Si Ton prend pour axe des x la position que la barre 
occupe lorsqu'elle est horizontale, la constante est nulle, 
et l'équation de la courbe cherchée se réduit k celle-ci, 

1 î. 1 

x^-Jt-y* =za^. 

Cette courbe est l'enveloppe d'une droite de longueur 
constante a, dont les extrémités se meuvent sur deux 
droites rectangulaires. 
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10. Un point matériel^ sollicité par plusieurs forces » 
est en équilibre quand il coïncide avec le centre de gra- 
snié de poids égaux ^ placés aux extrémités des droites 
(jùi représentent les forces. 

Leibnitz, Journal des Savants , 1 698 ; 
Opéra, t. III, p. 288. 

H. n points matériels fixes ^ A, B, C,. . ., attirent un 
point mobile P proportionnellement à la distance. Mon^ 
trer que T attraction résultante est dirigée vers le centre 
de gravité des points fixes, supposés de même musse, et 
quHeUe est proportionnelle à nfois la distance du point P 
à ce centre de gravité. 

12. Un système de n points matériels, qui s^attirent 
proportionnellement à la distance, est en équilibre. Dé- 
montrer que r. équilibre continuera de subsister, de quel- 
que manière qu'on déplace les points, pourvu que la 
somme 

nl(x^ -h y- H- z') — (Sx)» — (2j)» — (2z)% 

relative aux coordonnées de ces divers points, ne change 
pas de valeur. 

13. Une barre AB appuie Vune de ses extrémités A 
contre un plan vertical, tandis que Vautre extrémité B 
repose sur une courbe ; la barre reste en équilibre, quel 
^Ue soit le point de la courbe sur lequel elle repose. 
I*rouver V équation de la courbe. 

Soient a la longueur de la barre et c la distance de son 
^ntre de gravité à l'extrëmiié B. 

Si Ton prend la verticale du point A pour axe desj*, et 
^pie Ton dispose l'origine de manière que Taxe des x 
Coïncide avec la barre, lorsque celle-ci est horizontale. 
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on trouve 

équation d'une ellipse. 

14. Z7we iarre homogène appuie son extrémité infé-' 
rieure sur un plan horizontal, et son extrémité supérieure 
contre un plan vertical^ à P extrémité inférieure est at- 
taché un fil horizontal gui s^ enroule sur une très-petite 
poulie située sous la barre ^ et supporte un poids ij. Dé- 
terminer la position d! équilibre. 

Si Ton nomme P le poids de la barre et ô Tinclinaison 
de la barre sur l'horizon, on trouve 

tangos ^. 

Cette équation détermine la position d'équilibre. 

15. Un point matériel est attiré par deux centresfixes 
en raison inverse du carré de la distance. Trouver Iné- 
quation de la surface sur laquelle il faut placer le point, 
pour quil reste en équilibre. 

Soient fx et [l^ les attractions des deux centres à l'unité 
de distance, r et / les distances de ces centres à un. point 
quelconque de la surface cherchée. 

On trpuve l'équation 

u / 

- H- î-7 = const. 

r r' 

16. Une barre homogène AB peut tourner librement 
autour de son extrémité A comme charnière ^ à Vautre 
extrémité est attaché un fil qui s* enroule sur une très- 
petite poulie et supporte un poids Q. La poulie est si- 
tuée verticalement au-dessus de t extrémité fixe K, à 
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une distance connue &; on connaît aussi la longueur du 
fil, l, Trout^er une courbe dételle nature, çu^ il suffise de 
poser le poids Q sur cette courbe^ partout où Von vou- 
dra, pour (jvje le système soit en équilibre. On néglige 
le poids du JiL 

Soient 2a la longueur delà barre, P son poids, p la 
distance de la poulie à un point quelconque de la courbé 
cherchée, et 6 Pangle que ce rayon fait avec la verticale. 

L*ëquation de la courbe est en coordonnées polaires 

Pp2-i-2p(2 6QcosG— P/) =const. 

Sauveur proposa ce problème k FHospital , et celui-ci 
en donna la solution dans les Jlcta erudilorum^ <69S) 
febr., p. 56. Jean Bemoulli fit observer que la courbe 
est du genre épicycloïde (ibid,j p. Sp). 

Supposons, par exemple, les données telles, que la 
constante arbitraire soit nulle. Alors, si nous posons, 
pour abréger^ 

l'équation de la courbe devient 

p z=2,l — 2/?C0S9. 

Cest l'équation de Tépicycloïde qu'engendre un cercle de 
rayon /, roulant extérieurement sur un cercle égal, lors- 
que la distance du point décrivant au centre du cercle 
mobile, auquel il est invariablement lié, est égale à p. 

Ce problème peut être utile pour la construction des 
ponts^levis. 

SECTION II. 

STABILITÉ DE l' ÉQUILIBRE. 

' ît Problème des moindres distances. — Le choix des 
eent]^ d*administration ou d'approvisionnement. Téta- 
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blissement des, usines, le tracé des routes destinées à re^ 
lier les grandes lignes présentent un problème qui, prii 
dans toute sa généralité et réduit à des termes géomé» 
triques, peut s'énoncer ainsi : Déterminer les positiôM 
d*un certain nombre de points^ de telle sorte que leurs 
distances mutuelles et leurs distances à des points don» 
nés y multipliées respectivement par des coefficients con^ 
nus, donnent des produits dont la somme soit la plus 
petite possible. Ces points peuvent d^ ailleurs être assu^ 
jettis à d^ autres conditions géométriques. 

Dans les applications, les coefficients qui affecteront les 
distances seront proportionnels à la fréquence des com* 
munications^ aux poids à transporter^ ils seront inverse- 
ment proportionnels à la vitesse, à la facilité du transport* 
Les conditions géométriques se réduiront le plus souvent 
à placer les points cherchés sur des cours d'eau, sur des 
routes déjà construites, en un mot, sur des lignes don- 
nées. 

Soient p, q^ r, etc., les distances, et X, fx, v, etc., les 
coefficients respectifs. La condition du minimum exige 
que Ton ait 

\dp -+- ikdq 4- vc/r H- . . , := o, 

pour tous. les accroissements infiniment petits des dis- 
tances qui sont compatibles avec les conditions imposées'» 
Or cette équation est, précisément celle à laquelle on se- 
rait conduit, si Ton appliquait le principe des vitesses 
virtuelles à la recherche des positions d'équilibre, en sup- 
posant que chacun des points cherchés fût attiré vers les 
autres points par des forces constantes proportionnelles 
aux coefficients qui multiplient leurs distances. Les posi- 
tions cherchées sont donc des positions d'équilibre; de 
plus, elles sont des positions d'équilibre stable, sinon la 
somme Xp + fi^ + vr. . • serait un maximum, au lieu 



STATIQUE. 193 

d*élre mi minimum. Cette observation n'avance en rien 
làaolatîon analytique, souvent impraticable, mais elle 
conduit immédiatement à une solution pratique fort in- 
génieuse. 

Supposons d'abord qu'il n'y ait qu^un seul point à dé- 
^ terminer. Dans un plan vertical, on fixera des anneaux 
de manière que leurs distances mutuelles soient propor- 
tionnelles à celles des points donnés; par chacun de ces 
anneaux on fera passer un fil léger portant à Tune de ses 
extrémités un poids proportionnel au coefficient du point 
représenté par l'anneau, et l'on réunira toutes les extré- 
mités libres de ces fils sur un même anneau mince, lequel 
sera libre si le point cherché n'est assujetti à aucune liai- 
8OII5 et, dans le cas contraire, s'engagera sur une tige ri- 
gide courbée de manière à représenter la ligne sur laquelle 
le point cherché doit être situé. Le système abandonné k 
lui-même se mettra d'abord en mouvement, mais les 
frottements l'amèneront bientôt à un état d'équilibre 
stable. Alors F anneau mobile occupera la position du 
point demandé. 

C'est ainsi, par exemple, que l'on déterminera la po- 
sition U plus avantageuse à l'établissement d'une station 
de chemin de fer, destinée à desservir tme localité dont 
.les communications n'ont point la même importance dans 
les deux directions de la vole. 

Si l'on a un second point à déterminer conjointement 
avec le premier, on doublera le système précédent, en 
changeant les poids' et les positions des anneaux fixes, s'il 
y a lieu ; puis on attachera au nouvel anneau mobile un 
Bipassant dans le premier anneau mobile, et portant un 
poids proportionnel au coefficient qui doit multiplier la 
distance des deux points cherchés. Les positions finales 
des deux anneaux mobiles seront les positions demandées. 
Oq agirait de même pour un plus grand nombre de points. 

!• 3* ÉDIT. i3 
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Il est à remarquer qu'en variant çonyeâAblement lés 
circonstances initiales du mouvement, bn pourra obtenir. 
toutes les solutions dont le problème est susceptible. 

Lamé et Glapeyron, Journal des voies de communieatiùn; 
Saint-Pétersbourg, 182 7> n" 10, 

2. Une barre AGB, mobile autour de son extrémité A ^ 
est soutenue par un Jil qui est attaché à son centre de 
grav^ité G, passe sur une très -petite poulie C, et porte un 
poids Q. La poulie est située sur la verticale de V'extré' 
mité A, à une distance AC égale à celle du centre de 
grainté AG. Déterminer la position d^ équilibre stable et 
celle d^équilibre instable. On néglige le poids dujù. . 

Soient a la distance AG ou AG, / la longueur totale do 
fil GCQ, P le poids de la barre, et d Pangle ACG ou 
AGC, 

La distance du centre de gravité du système à Phori- 
zontale menée par la poulie C est égale à la fraction ' 

P(fl -l-flcos29) H-,Q(/ — 2a ces Ô) 
P-f-Q ^' 

Cette distance sera maximum ou minimum en même 
temps que la quantité 

Pcos20 — 2QcosO* 

Si nous représentons cette quantité par u, nous avons 

du 

— = — 2Psin20-4-2QsinO. 

Celte dérivée doit être nulle pour que l'équilibre ait lieu: 
par conséquent, dans les positions d'équilibre, 

= ou cos = --4* 

2P 
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. Ezamitions laquelle de ces deux valeurs de Tangle 6 
correspo^d k Téquilibre stable, laquelle i l'équilibre 
instable. . 
0^ a 

^~ = — 4PÇ0S2Ô -»-2Qc08Ô. 

Pour la valeur d = o, 

de là il résulte que, pour 0=0, Féquilibre sera stable 
ou instable, suivant que Ton aura 



. Q<2P ou Q>2P. 

d*u 
d¥ 



Si dans la valeur générale de — -> mise sous la forme 



d^u 

-— - = — 4P(2cos^ô — i) -4-2QCOSÔ, 





c/e* 


t' ^^^w« - *y 


on pose 






COS0=5:^, 






il vient 




rf»a 4P»— Q» 

</e» p 



C«tte quantité est positive lorsque l'on a Q<; 2P ou, ce 
qui est la même chose, lorsque Pangle déterminé par 
relation 

2P 

m réel; d'où il résulte que cette seconde valeur de 
langle ne saurait correspondre qu'à un état d'équilibre 

3, Une barre homogène ÂB s^appuie par ses «anQntf-» 

i3. 
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mités sur deux plans inclinés ^ elle est en équilibre* 
Dire si P équilibre est stable, ou s^il est instable^ 

Nommons il la longueur de la barre, d son inclinaison 

Fig. 3i. sur Thorizon, a, oc! les inclinaisons 

des deux plans CA, C6, et suppo- 

^ , sons que a' soit plus grand que a. 

\^ La distance du centre de gravité 

^*c — ' — de la barre, au plan horizontal qui 

contient Tintersection des deux plans inclinés, a pour 

expression 

, . ^ ,sîn(a'~Ô) . 
/smO H- 7.Î . ) , { sma 

sm (a' -i- a) 

= . , , rTsinfa'— a)sin9 + 2 sina'sina cosOl. 

sm(a'-i-a)'- ' ' •■ 

Cette distance sera maximum ou minimum, en méine 
temps que la quantité 

sin (a' — a) sin -f- 2 sîn a! sin a ces =: «. 
Or 

— =: sin (a' — a) cos ô — 2 sin a' sin a sin 9, 

et cette dérivée doit être nulle pour que l'équilibre ait 
lieu; par conséquent, 

sin (a'— a) 

Ungô = ri-7-T— • 

2 Sin a' sm a 

Puisque le second membre est positif, est plus petit 

que -• Ceci posé, la dérivée seconde 



-yrr = — sin (a' — a) sin — 2sina sin a' Gos 

M V 

est négative pour une valeur de inférieure à ^\ -doiic 
l'équilibre est inétable* 




4* Une hune carrée et homogène KLMN est soUte-- 
nue par un fil qui est attaché en deuiè 
points K\ \J situés sur une arête de 
la lame, à égale distance des extré^ 
mités; tout le système est supporté 
par un crochet C qui s^engage dans 
le fiL Déterminer les circonstances 
de V équilibre. On néglige le poids 
du fiL 

Soiètit G le centre de la lame ; 

GH une perpendiculaire à K'L'; 

9 Tangle que cette perpendiculaire fait avec la ver- 
ticale; 

' u \e double de la distance du point G à Tliorizontale 
qui passe au crochet ; 

ff et (f' les inclinaisons des fils CK' et CU sur la verti- 
cale; 

c le côté du carré; 

a la distance K'L' des deux points d'attache; 

/ la longueur totale du fil ; 

\ et }! les longueurs des parties GK' et GL\ 

La Géométrie nous donne 

tt =r c COS ô -i- ^ COSf -h \' COS y', 

a cos 9 == ^ sin 7 -t- X' sin 7% 

asîn9 = ^cos7 — X'cojy', 

X-4- V = /; 

d'où> si Ton élimine X'^ 

(l) tf = CC0S9 4-X(cOSf — C0S7')+ /C0Sf% 

(a) acosOi=:^(sinf — sîn/) + /siny', 

(3) flsinô=;:X(cosy-fTCOSç')— /cos^% 

Xellê^ sont les trois équations qui lient k fonctioil à et 
lès quatre variables f , cp'^ d et X. 



I^ MÉGANIQDB IUTIOZTVELLE. 

. On peut considérer f , f' comniè dea foncdons de 9 et 
deX, et regarder u comme une fonction des deux variables 
indépendantes d et X; alors, dana la position d'équilibre, 
les dérivées totales de u par rapport à X et par rapport à Q 
seront séparément nulles* 

Occupons-nous d'abord de la variable X. Si nous lUffé- 
rentions les équations (i),. (%)y (3) par rapport à cette 
variable, il vient 

(4) o = 3T ^cosip — cosy' — ^siny ^ — (A— ^)siûy'^» 

(5) o=:8my — smf -f-^co5f ^ -*-(^-- a)cos/-2t-> 

d(D et © 

(6) o = oos(p-f-cosf' — Xsiny ^ •+■(/ — \)msn/ -^^ 

Ajoutons les équations (4) et (6)^ puis retranchons les 
mêmes équations* U vient / 

X8m(p^=cosy, 

dm' 

• (/-X)8inf ^ = — cosy," 
ou 

dm 

X-=coty, 

Reportons ces valeurs dans l'équation (5), et nous trou- 
verons 

8infr=sin/^ ? = ?'î 

c'est l'une des conditions de l'équilibre. 

Considérons maintenani la variabléd. Si dans les ëqiUH 
tiona (i), (2), (3) nous introduisooa la condition cps= ^'.'^ 
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oeB^éqaatioiis deyîefiinent 

u z=z c cosQ + icosffy 

a COS 9 =r / SÎO ffy 

asind = (!?l — /)cosf; 

on en tire aisément la valeur de u en fonction de la seule 
variable 6^ 

u=:cco^B -4- y/» — Û»COS*0, 

etf par suite, 

du , ^ a» sin ô ces ô 

«® ^/»— a>cos'e 

B = o ou = ± arc COS - 



Pe U il r<^ulte que, si Ton a /< - ^a* + c*, il existe 
trois positions d'équilibre : 

= 0, ç = / = arc sin j> ^ = V; 

^ c/ , . c 

9 = arc COS — * y = f =: am sin - — ; 

= — arc COS — y ^ =z y' == arc sm • 



a ^a^ -+■ c* ^a* -f- c* 

Si Tinégalité / <; - ^a^ + c* n'est pas satisfaite, la pre- 
mière position d'équilibre existe seule. 

* Premier cas. / <[ - ^a} 4- c'. 

Lorsque 6=0, les dérivées — -? ^— • sont positives, et 

l^ir produii surpasse ( j 5 par conséquent l'équi- 

libre est instable. D'ailleurs u est une fonction continue 
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de ; d'où îl suit que, si l'on fait croître la Variable 9 d'ane 
manière continue^ on rencontrera alternativement un 
maximum et un minimum de la fonction. Les positions 

déterminées par les valeurs 6 = ± arc cos — , sont 

donc des positions d'équilibre stable. . > 



Deuxième cas. /> - Vo^ 



c 



Lorsque 6 = o, les dérivées — - ? -j— sont*m%atives, et 

leur produit surpasse (^r-r) 5 P^** conséquent l'équi- 
libre est stable. 

5. Deux points pesants^ P, P', réunis par unjilsans 
poids y sont placés sur la surface convexe d''un cylindre 
horizontal. Déterminer la position d^ équilibre, et dire si 
r équilibre est stable ou sUl est instable^ 

Il est clair, que tout le système doit être situé sur un 
même cercle vertical. . 

Soient P et P' les poids des deux points, (f et <^' les angles 
que les rayons menés à ces points font avec la verticale, 
et oi l'angle sous-tendu par le fil. 

La position d'équilibre est définie par l'équation 
ç _ ç' P' — P a 

•^°s-^~^FTp^°^r 

et l'équilibre est instable. 

6. Un point matériel est attiré vers deux centres Jixes^ 
par des forces proportionnelles à la m""*' puissance de 
sa distance à chacun de ces centres. Dire dans quel cas 
V équilibre est stable, et dans quel cas il est instable. 

L^équilibre est stable si m est positif, il est instable si 
m est négatif. 



STATIQUE. aOI 

7. Un solide de réuolntion, homogène, repose par son 
sommet sur le sommet d^un autre solide de résolution, 
dont Vaxe est également vertical. Le premier corps est 
tout entier au' dessus du point de contact, le second corps 
est au-dessous. On nomme r et r' les rayons de cour- 
hure des deux surfaces au point de contact. 

Démontrer que V équilibre du premier corps sur le 
second est stable, instable ou indiffèrent^ selon que la 
hauteur du centre de gravité du premier solide au-dessus 
•dw point de contact est inférieure, supérieure ou égale 



r-^rr' 



8. Un disque elliptique, homogène et très-mince est 
placé dans un plan vertical sur deux appuis^ situés aux 
extrémités de deux diamètres conjugués et placés à la 
même hauteur^ Démontrer que le disque est dans une 
position d'' équilibre instable. 

9. Un solide homogène est formé d'une demi-sphère 
et à* un cône, dont la base coïncide ai^ec celle de la demi- 
sphère. Trouver la plus grande hauteur que peut avoir 
le cône, le solide étant assujetti à la condition d^étre en 
équilibre stable, quand on pose le sommet de la demi" 
sphère sur un plan horizontal. 

La hauteur cherchée est égale au produit de ^ par le 
rayon de la sphère, et par conséquent la section méri- 
dienne du cône est un triangle équilatéral. 



ËTUDE GÉOMÉTRIQUE DU MOUVEMENT 
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Dans une étude complète du mouvement d'un corps on 
doit considérer les positions successives du corps dans 
l'espace, le temps qu'il met à passer d'une position à une 
aiiti*e ou sa vitesse, et les causes de son mouvement ou les 
forces. 

Quand on s'arrête à considérer lés positions succès* 
âves du corps en faisant abstraction du temps et des 
forces, on fait une étude géométrique du moui^ement. 
Si Ton ajoute la considération du temps en faisant encore 
abstraction des forces, on se trouve dans le domaine dé 
la CinémadquB* Enfin, si Ton cesse de faire abstraction 
des causes du mouvement, on est dans la Dynamique 
]»rbprement dite. Il est clair qu'avec la considération des 
forces est introduite celle de la quantité de matière que 
le corps possède, ou de sa masse. 

L'étude géométrique du mouvement est née avec la 
Géométrie; Les méthodes pour décrire les courbes du 
aecond degré d'un mouvement continu, le tracé des tan- 
gentes de Hoberval, la méthode des roulettes de Descartes 
appartiennent à cette Géométrie du mouvement. 

La Cinématique, considérée comme une science -dis- 
tincte des amres sciences mathématiques, date de ce siècle; 
Ampère (*) a le premier fait ressortir Tavantage qu'on 

(*) Essai sur la blasUftcatîon des sciences. 
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trouve à étudier d'abord le mouvement sans s'occuper de 
ses causes; il a nommé Cinématique la- science qui^a 
cette étude pour objet. * . ; . . 



CHAPITRE t>RÉMIER. 

THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME 
DE FORME INVARIABLE. 



Çuler (*) a démontré le premier qu'un corps solide^ 
mobile autour d'un point fixe, peut être amené, d'une 
position à une autre position quelconque par une rotation 
autour d'un axe (passant par le point fixe* De là il suit 
immédiatement que tout mouvement infiniment peti^ 
d'un corps solide, libre dans l'espace, peut se réduire 
à une translation de l'un de ses points, pris à volontiS^ 
accompagnée d'une rotation autour d'un axe qui passé 
par ce point. 

MM, Poinsot (^^), Chasles et Poncelet ont complété 
les recherches d'Euler. Us sont arrivés à définir géométri- 
quement, de diverses manières, le ihouvemént continu le 
plus général d'un corps solide. 

On trouvera dans ce chapiti*e une série de théorèméà 

* remarquables énoncés par M. Chasles dans les CàmpU» 

rendus de V Académie des Sciences pour i853, ainsi qii$ 

diverses j>ropositions éparses dans les écrits de cet auteur* 

Nous ne considérerons en général que lies mouvements 
infiniment petits d'un système de forme invariable. Toutèfc 



(*) Nwi Commenlarii Acad, Petrop.y 1776. 

{**) Théorie nouvelle de la rotation des corps, i853. 
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nos démonstrations seront fondées sur le principe des in- 
finiment petits, qne nous supposerons toujours présent à 
l'esprit du lecteur. Les points de notre système décriront 
en général des trajectoires infiniment petites du premier 
ordre; les lignes décriront des angles infiniment petits du 
même ordre. Si un point particulier ne décrit qu^une tra- 
jectoire infiniment petite du second ordre, nous conclu- 
rons immédiat«;ment que ce point reste immobile : ce qui 
est tout à fait rigoureux. 

1. Considérons une figure plane assujettie à rester 
dans un même plan^ une droite tracée à volonté sur cette 
figure^ et deux points aeib pris sur cette droite. Dépla- 
çons la figure d'une manière quelconque. Soient a' et F 
les nouvelles positions des points a eib sur le plan fixe, 
et m le point du plan où se coupent les deux positions de 
la droite. Nous pouvons supposer les points aei b choisis 
4e telle sorte, qu'avant le mouvement le point b de la 
droite coïncide avec le point m du plan, et qu après le 
{nonvement la nouvelle position a^ du point a coïncide 
avec le point m. Ceci posé, élevons une perpendiculaire 
sur le milieu de am^ et une autre perpendiculaire sur le 
milieu de mé'; ces deux droites se couperont en un' 
point F, centre du cercle circonscrit aux points a, [af, i), 
y, et il est clair qu'on pourra amener la droite de la pre- 
mière position à la seconde, par une rotation convenable 
autour du point F. Or la position de la droite détermine 
celle de la figure. Donc, toute figure plane, assujettie à 
rester dans un plan, peut être amenée cTune position 
donnée à une autre position prise à volonté , par une sim- 
ple rotation autour d'un point convenablement choisi. 

Admettons maintenant que le déplacement imprimé 
loit infiniment petit. Alors la trajectoire infiniment petite! 
du point a se confond avec la droite aa' ou am, et celle 
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du point b avec la droite bV ou mV \ par sùite^ le mouve*^ 
ment de la droite ab est en réalité une rotation autour de 
Tintersection F des normales aux trajectoires des deux 
points a et b. Or la droite ab entraîne la figure entière 
dans son mouvement autour du point fixe F ; en sorte que 
chaque point de la figure tourne autour de ce point. U 
s'ensuit que les normales aux trajectoires de tous les 
points de la figure passent en un même point F. Ce point 
se nomme, suivant Euler, le centre instantané de rofx^ 
tion. Le pied de la perpendiculaire abaissée du centre 
instantané de l'otation sur une courbe qui fait partie de la 
figure est rintersection des deux positions successives de 
la tangente à la courbe en ce point, ou, ce qui est la même 
chose, il est Fiatersection des deux positions successive^ 
de la courbe. 

2. Considérons toujours une figure plane assujettie à 
rester dans un même plan, et supposons que l'on doime i 
cette figure un nombre quelconque de positions diffé-* 
rentes. Marquons dans le plan fixe les points F^ F^ etc., 
autour desquels on doit faire tourner la figure, pour Faniez 
ner, par de simples rotations, de la première position à 
la seconde, àe la seconde à la troisième, et ainsi de suite» 
Marquons aussi sur la figure les points/, /', etc., qui sôiit 
tour à tour les centres de ces rotations successives, et joî-^ 
gnons par des droites les points F^ F', etc., et les points 
de la figure/,/', etc. D est évident qu'on peut faire passer 
la fiigure par toutes les positions données, en faisant rouler 
le polygone /f'. . . sur le polygone FF'. ... 

Maintenant, supposons que les positions données de 
la figure soient infiniment voisines et infiniment nonip» 
breuses. Alors, les polygones//*'... et FF'... serédm^nt 
^ deux courbeS) et comme il n'est qu'un seul môuvemënl 
capable de faire passer la figure d'une manière ooÀtiniiè 
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par toutes les positions données, il en résulte que tout 
mouvement d*une figure plane dans un plan se réduit 
au roulement d^une courbe liée a\fec la figure sur une 
autre courbe fi^e dans le plan. Le point de contact des 
deux courbes est à chaque instant le centre instantané de 
rotation. 

3. Si) dans le théorème 1, on remplace la figure plane 
par une figure sphérique assujettie à rester sur une sphère 
fixe, et que Ton remplace les droites par des arcs de grands 
cercles, on obtient des théorèmes correspondants, et en 
particulier celui-ci : Tout moux^ement infiniment petit 
d^une figure sphérique sur une sphère fixe se réduit à 
une rotation autour d^un point de la sphère comme pôle, 

4. De là il résulte^ comme au théorème 2,* que le 
mouyement le plus général que Ton puisse donner à une 
figure sphérique assujettie à rester sur une sphère fixe 
consiste à faire rouler une courbe liée avec la figure sur 
une courbe fixe tracée sur la sphère. 

Si Ton conçoit que la figure sphérique soit liée avec un 
corps solide retenu par le centre de la sphère, on concliu*a 
^e le mouifement le plus général d^un corps solide re- 
l^nu par un point fixe se réduit au roulement d^un 
cône lié avec le corps sur un autre cône fixe dans Ves^ 
pace. Ces deux cônes ont leur sommet commun au point 
fixe, et leur génératrice de contact est à chaque instant 
Yaxe instantané de rotation. 

5. U suit du théorème précédent que tout mouvement 
infiniment petit £un corps solide peut se réduire à une 
translation rectiligne d'un point O, lié invariablement au 
corps. et choisi à volonté^ accompagnée d'une rotation 
autour d'un axe 01 passant par le point O. 
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On peut encore considérer le même déplacement infini- 
ment petit comme résultant d'une rotation autour d'an 
certain axe FX parallèle à 01, et d'une translation pa- 
rallèle a cet axe. En effet, si Ton imagine une section 
faite dans le corps perpendiculairement à Taxe 01, et une 
figure S tracée sur ce plan, après le mouvement infini- 
ment petit du corps, la projection S^ de la figure S sur la 
position primitive du plan sécant sera une figure identique 
à la figure S, puisque le plan n'a fait que se déplacer pa- 
rallèlement à lui-même. Il s'ensuit (tliéor. 1) qu'on 
peut amener la figure S de sa position initiale à la posi- 
tion S' par une rotation autour d'un certain point F du 
plan primitif, puis de la position S' à la position» finale 
qu'elle occupe après le mouvement du corps, par une 
translation rectiligne perpendiculaire à son plan. La 
figure S entraînant le corps entier dans son mouvement, 
le corps aura passé de sa position initiale à sa position 
finale. Le premier mouvement est une rotation autour 
d'un axe FX parallèle à 01, le second est une translation 
parallèle au même axe. Rien n'empêche d'admettre que 
ces mouvements soient simultanés. D'après cela, tout 
mouvement infiniment petit d'un corps solide libre se 
réduit à un mouvement de rotation autour d un axe qui 
glisse sur lui-même pendant cette rotation ^ de sorte que 
le mouvement du corps n'est pas autre chose que le mou- 
vement d'une vis dans son écrou. 

6. Les positions que Vaxe instantané de rotation et 
de glissement FX occupe successivement dans l'espace 
forment une surface réglée. Les positions que le mètiie 
axe instantané occupe successivement dans le corps for^' 
ment une autre surface réglée. Le mouvement continu 
du solide peut être considéré comme produit par le rou^ 
lement de la seconde surface réglée sur la première^ ac* 
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compagne (Vun glissement le long de la génératrice de 
contact. 

1. Considérons encore un solide qui reçoit un dépla- 
cement infiniment petit, et un plan quelconque lié inva- 
riablement à ce corps*, traçons une figure sur ce plan, 
et examinons le mouvement de la projection de cette 
figure sur la position primitive du plan. Cette projection 
reste identique k elle-même; car une ligne de la figure et 
sa projection ne diffèrent que d'une quantité infiniment 
petite par rapport à Tangle des deux directions. Il eu 
résulte, comme au théorème 5, que la projection de la 
figuré tourne dans le plan primitif autour d'un point F. 
Les normales aux trajectoires des points de cette projec- 
tion passent toutes au même point F. D'ailleurs elles 
coïncident avec les traces des plans normaux aux trajec- 
toires décrites dans l'espace par les points de la figure 
primitive; car lorsqu'un plan est perpendiculaire à une 
droite^ la trace du plan et la projection de la droite sur 
un même plan sont perpendiculaires entre elles. Par con- 
séquent, un plan étant considéré comme faisant partie 
du corpSj les plans normaux aux trajectoires de ses 
points passeront tous par un même point de ce plan. 
Kous nommerons ce point lefojer du plan. 

Ce qui dislingue le foyer d'un plan de tous ses autres 
points, c'est que sa trajectoire est perpendiculaire au plan. 

8. Les points qui appartiennent à l'intersection de 
4eux positions successives du plan ont leurs trajectoires 
situées dans le plan ; car ces points appartiennent à la pre- 
niière position du plan, avant et après le mouvement. Au 
t^tte, si trois points non situés en ligne droite avaient 
leurs trajectoires dans le plan, le plan n'aurait fait que 
glisser sur lui même. Donc, il existe dans le plan une 
infinité de points dont les trajectoires sont situées dans 

I, 2« ÉDIT. l4 
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le plan même ; tous ces points sont situés sur l'interseC" 
tion de deux positions consécutives du plan. Nous ap- 
peUeroQS cette droite 1^ caraçtémtiqjufidu plaB, suivant 
une expreâsioa feffiploy<ée par Moagedaas )a théorie 4e» 
surfaces développables. 

9. Si plusieurs plans sont liés invariablement ^a 
même corps solide, et que celui-ci reçoive un mouvement 
infiniment petit, les foyers a, j3 de deux plans ^e trouvent 
sur l'intersection A des plans normaux aux trajectoires 
de deux points a^ b pris à volonté sur Tintersection D 
de ces deux plans. Par conséquent, lorsque plusieurs 
plans liés invariablement au même corps passent par 
une même droite D^ leurs foyers sont sur une deuxième 
droite A, 

Dans le même déplacement infiniment petit du mobile, 
disux plans menés par la droite A et liés à ce corps ont 
leurs foyers sur l'intersection des plans normaux aux tra- 
jectoires des deux points a, |3 pris sur la droite A. Ces 
plans normaux sont précisément les deux plans consi- 
dérés en premier lieu; leur intersection est la droite D- 
Donc, réciproquement, plusieurs plans menés par la 
droite A et. liés au même mobile ont leurs foyers sur la 
droite D5 de sorte que ces deux droites jouissent de pro- 
priétés réciproques. Nous appellerons ces deux droites D, 
A, droites conjuguées, 

10. Il résulte de la définition même du foyer que, quand 
plusieurs plans passent par un même point, leurs foyers 
sont tous sur un même plan^ qui a son foyer en ce point, 
puisque le plan est. perpendiculaire à la trajectoire du 
point. 

1 1 . Si nous supposons dans le théorème 9 que la droiteO 
soit située n Tinfini , nous aurons des plans parallèles 
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donl les foyers seront sur une même droite A 5 et comme 
oeCie droite a sa conjuguée située à Finfini, il en résulte 
qu'elle se meut parallèlement à elle-même; d'ailleurs, il 
est clair que toutes les droites qui se meuvent parallèle- 
ment à elles-mêmes sont parallèles entre elles. Donc, 
quand plusieurs plans sont parallèles entre eux, leurs 
fcfers sont sur une droite qui est toujours parallèle à 
un même axe, quelle que soit la direction commune des 
plans. 

iS. Si tous les plans parallèles sont perpendiculaires à 
la direction de cet axe, leurs foyers seront sur une certaine 
droite X, qui glissera sur elle-même pendant le mouve- 
ment du corps. 

Pendant ce glissement de la droite X sur elle-même, 
le corps ne pourra que tourner autour d'elle. Cette droite 
est Taxe instantané de rotation et de glissement dont 
Texistence a été démontrée plus haut (théorèmes 5 et 6). 

13. Reportons-nous au théorème 9. Dans le mouve- 
ment infiniment petit du corps, les points a, ^ restent à 
la même distance de la droite D, puisque, étant les foyers 
de deux plans qui passent par cette droite^ ils ont leurs 
trajectoires perpendiculaires à ces plans. Il en résulte que 
nous pouvons amener ces deux points et la droite A à 
leur position finale par une rotation du corps autour de 
la droite D. Par une même raison, en vertu de la réci- 
procité des droites D et A, nous pouvons amener la 
droite D à sa position finale par une rotation du corps 
autour de la droite A. Ces deux mouvements successifs 
ou simultanés amèneront le mobile à la position qu'il 
occupe à la fin du déplacement considéré -, c'est-à-dire que 
les deux droites conjuguées D e£ A sont deux axes de 
cotations simultanées quon peut imprimer au corps pour 
effectuer son déplacement, 

i4- 
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14. Il résulte du théorème 9 que la caractéristique 
d^un plan a pour conjuguée la tangente à la trajectoire 
du foyer de ce plan. 

15. Diaprés les deux théorèmes précédents, on voit 
que la caractéristique d'un plan ne peut que tourner au- 
tour du foyer de ce plan, considéré comme un point fixe. 
Or, pendant ce mouvement, le plan ne peut que tourner 
autour de sa caractéristique. On peut donc dire^ en géné- 
ral, cjfxetout déplacement infiniment petite'' une figure 
plane dans V espace se réduit à une rotation du plan de 
la figure autour d^ une droite de ce plan, pendant que 
cette droite tourne elle-même autour d^un point fixe, 
sans sortir de la position primitiv^e du plan. 

16. Soient a un point du corps, et a' la position que ce 
point occupe dans l'espace après un mouvement infini- 
ment petit. Considérons la droite aa', invariablement 
liée au corps. Après le mouvement infiniment petite elle 
passe encore au point a!'^ par conséquent, les deux posi- 
tions de cette droite sont dans un même plan. Si nous 
considérons ce plan comme invariablement lié au corps, 
sa caractéristique sera la droite aa' (théorème 8). Cette 
droite, dans sa première position, est tangente à la tra- 
jectoire du point a. 

De là résulte ce théorème : La tangente à la trajectoire 
d'un point jouit de là propriété d^étre la caractéristique 
d^un plan^ et réciproquement, il est clair que la carac^ 
téristigue d^un plan est tangente à la trajectoire d* un 
de ses points^ sauoir^ le pied de la perpendiculaire abiUS" 
sée du foyer sur la caractéristique (théorème 15). 

17. Soit D.une droite normale à la trajectoire d'un de 
ses points a. Si nous projetons cette droite sur un plan 
fixe qui lui soit parallèle, la projection de la droite, avant 
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et après le mouvement infiniment petite sera perpendi- 
ddalreâ la projection de la trajectoire du point a\ d'où 
il isësulte (théorème 1) que la projection de la droite 
tourne autour de l'un de ses points b qui est fixe. Le plan 
Dormal à la trajectoire du point de la droite D qui se pro- 
jette en b passe par cette droite. Le plan normal à la tra- 
jectoire du point a passe également par la droite D *, donc 
(tliJéorème 9) la droite D est elle-même sa conjuguée A, 
et elle est normale aux trajectoires de tous ses autres 
points. 

f8; Il suit de là que , quand une droite de longueur 
constante se meut dans l'espace, de manière à être tou- 
jours normale à la courbe décrite par Tune de ses extré- 
mités^ elle est normale aussi à la courbe décrite par son 
autre extrémité. Quand, sur une surf ace engendrée par 
une ligne droite, on trace deux courbes qui coupent à 
angle droit toutes les génératrices y les segments de ces 
droites compris entre les deux courbes sont tous égaux 
entre eux. 

19. Une droite qui s'appuie sur deux droites conju- 
guées D, A est normale aux trajectoires de Tun quel- 
conque de ses points d'appui (théorèmes 9 et 13) 5 par 
conséquent, cette droite est normale aux trajectoires de 
tous ses points, 

20. Lorsqu'une droite D' s'appuie sur une autre 
<iroiteD, et jouit de la propriété d'être normale aux tra- 
jectoires de tous ses points, elle s'appuie sur la droite con^ 
]ngaée A^ car les droites ]> et A sont situées dans le plan 
perpendiculaire à la trajectoire du premier point d'ap- 
pui (théorèmes 9 et 13). 

On voit, par les deux théorèmes précédents, que deux 
droites conjuguées D, A, et deux autres droites conju^ 
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guées quelconques D', A', sont toujours quatre généra^ 
trices d'un même mode de génération d'un hyperbolàtde 
à une nappe, c'est-à-dire que toute droite qui s'appuiera 
sur trois de ces lignes rencontrera nécessairement la qua* 
trième. 

21 . Lorsqu'une droite rencontre l'axe de rotation X et 
lui est perpendiculaire, tous les points de cette droite 
décrivent des trajectoires normales à cette droite même 
(théorème 12). 

Il en résulte, eu égard au théorème précédent, que tout 
plan perpendiculaire à Taxe de rotation X rencontre deux 
droites conjugtiées quelconques D, A et l'axe lui-même 
en trois points qui sont en ligne droite ; ou, en d'autres 
termes, par deux droites conjugées D, A, et par l'axe 
de rotation j on peut faire passer un paraholoïde hjrper^ 
boUque dont les génératrices soient perpendiculaires à 
cet axe. 

22. Dans un paraboloide hyperbolique, trois généra- 
trices d'un même système X, D, A sont parallèles à un 
ojC^ôme plan -, donc la génératrice de l'autre système, qui est 
perpendiculaire à X et à D, est aussi perpendiculaire à A. 

Ainsi, la droite par laquelle se mesure la plus courte 
distance de deux droites conjuguées D, A rencofêtre 
Vaxe de rotation et lui est perpendiculaire, 

23. Cg dernier théorème permet de trouver Vaxe de 
rotation X, quand on connaît en direction les trajectoires 
de trois points du corps. En effet, soient a, i, c ces troiit 
points. Les plans menés par a et & perpendiculairement, 
aux trajectoires de ces points se couperont suivant une 
droite ajS qui sera la conjuguée de la droite ab. Oncher^ 
chera la droite qui mesure la plus courte distance de3 
deux dn>iles ab^ a/3 ; die s'appuiera sur Taxe cherché X-. 
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et lui sera perpendiculaire. On déterminer» de môme, 
aY6C les deux points a^ c on^bj c uoe autre droite jouis- 
sant des mêmes propriétés; l'axe X sera donc déterminé. 

îl; Quand phisteun droites D, ly , . . . pasient par 
an métnet point, leurs conjuguées A, A', . . . sont dans 
un mémetptdn qtdeit normal à ta trajectoire de ce point 
(théorème 9). Réciproquement, quand plusieurs droites 
sont dans ttn même plan, leurs conjuguées passent toutes 
pttt un méine point qui est le foyer de ce plan ( tkéo- 
léweif 7 et 9). 

25b Nous pouvons considérer un système de droites 
parallèles comme les intersections de deux systèmes de 
plans parallèles. D'après cela et en vertu du théorème 11 , 
quand plusieurs droites sont parallèles entre elles, leurs 
conjuguées sont dans un plan parallèle à Vaxe de 
rotation. 

26. Lorsqu'une droite D est située dans un plan per- 
pendiculaire à Taxe de rotation, toute droite menée dans 
ce plan par Taxe de rotation rencontre la droite conju- 
guée A (théorème 20)*, d'ailleurs, deux droites conju^ 
gnées ne sauraient être dans un même plan (théorème 9), 
à moins qu'elles ne coïncident. Donc, quand une droite 
est située dans un plan perpendiculaire à l'axe de rota^ 
tion, sa conjuguée passe par le point oit le plan ren- 
contre cet axe. Réciproquement, si une droite rencontre 
Vaxe de rotation en un point, sa conjuguée est située 
dans le plan mené par ce point perpendiculairement à 
l'axe. 

27. Quand une droite est tangente à la trajectoire de 
Tun de ses points a, sa conjuguée est située dans un plan 
perpendiculaire à la première^ savoir, le plan dont le 
point a est foyer. Si l'on rapproche cette remarque du 
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théorème 16, on conclura que, quand une droite est 
tangente à la trajectoire d'un de ses points ^ sa con" 
juguée est aussi tangente à la trajectoire d'un de ses 
points. Ces deux droites sont à angle droit, et la droite 
qui mesure leur plus courte distance est celle qui joint 
les deux points aux trajectoires desquels elles sont tan^ 
gentes. 

En d'autres termes, quand une droite est la caracté- 
ristique d^un planj sa conjuguée est aussi la caractérisa 
tique d^un autre plan. Ces deux plans sont à angle 
droit ^ le foyer du premier est sur la deuxième droite ^ 
et le foyer du second sur la première droite. La droite 
qui joint ces deux foyers est celle qui mesure la plus 
courte distance des deux caractéristiques. 

Il résulte de là et des théorèmes 16 et 22 que la per- 
pendiculaire abaissée du foyer d'un plan sur la caracté- 
ristique rencontre l'axe de rotation X, et lui est perpen- 
diculaire. 

28. Considérons une droite qui s'appuip sur deux 
droites conjuguées, et un plan perpendiculaire à cette 
droite. Le pied de la droite sur le plan se meut perpendi- 
culairement à la droite (théorème 19); sa trajectoire est 
donc située dans le plan même, c'est-à-dire qu'elle appar- 
tient à la caractéristique du plan (théorème 8). 

En d'autres termes, deux droites conjuguées quelcon-^ 
qùes étant projetées orthogonalement sur an plan quel- 
conque^ leurs projections se coupent en un point sàuêsur 
la caractéristique du plan» 

29. Considérons un plan, et sur ce plan les traces de 
deux droites conjuguées. Si, par le foyer du plan, on 
mène une droite à l'une des deux traces, cette droite pas- 
sera par la seconde trace (théorèmes 17 et 20) ; par con- 
séquent, deux droites conjuguées rencontrent un pla/ê 
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^aelconçue en deux points gui sont toujours en ligne 
droite a%^c le foyer du plan . 

30. Étudions maintenant les relations de grandeur. qui 
existent entre les divers éléments dont nous venons de 
considérer les situations relatives. 

Soient V la rotation du corps autour de Taxe X; 

t la translation de cet axe dans sa propre direction, 
c*est-à-dire l'espace décrit par chacun de ses points; 

O et A les rotations autour de deux droites conjuguées 
DetiX; 

(D, X), (A,X), (D, £i) les angles que font entre elles 
les droites D, X ; A, X ; D, A; 

r la plus courte distance de la droite D à Taxe X ; 

p la plus courte distance de la droite A au même axe. 

r -i- jO sera la plus courte distance des droites D et A 
(théorème 22). 

Portons sur les axes D, A, X des lignes proportion- 
nelles aux rotations qui ont lieu autour de ces axes, et 
r^ardons ces droites comme nous représentant les rota- 
lions respectives. On sait que nous pouvons composer ces 
lignes comme si elles représentaient des forces ; on sait 
aussi qu'un couple de rotations est équivalent à une trans- 
lation proportionnelle au moment de ce couple, et per- 
pendiculaire à son plan. 

Ceci posé, transportons les deux rotations O, H au 
point où la droite qui mesure la plus courte distance 
entre les axes D, A rencontre l'axe X. Alors nous avons 
en ce point trois rotations 0, 12, v dont la dernière est la 
résultante des deux autres (théorème 13); par consé- 
quent 

^'^ sin (A, XJ ~" sin (D, X) ~ sin(D, A)* 

Nous avons fait naitre, par ce transport, deux couples 
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de rotations dont les moBàeni& sont Or et Hp^ Pro}eU>n» 
les translations que produisent ce^« coi4[^es, d'abord sur 
Taxe X, puis sur un plan perpendiculaire à cet axe^ il 
tient 

(2) Orsin(D, X) -l-ûf>sînCA^X) = i, 

(3) Ôrcos(D»X) — ûpco$>(A,X).= o, 

Cer dettx^ dernières éqfttations' notf sf chmnetf t 

^ r. /^ ^v sîn(A, X)cos(D, X)l 
.^0.[_sin(D,l.)^ cos(A,X) J- 

ei, si roareanflaceO par sa taleur en foticâoadeu tirée 
des équations (i), 

Sltt(I>, A)L cos(A, X) J 

D'ailleurs, 

(DA)=:(DX)Hr(AX); 

par conséquent^ 

(4) . ^=:rtang(A, X). 

On trduvèraît de même 

{5> ^==p-tang(D, X). 

DEfces^fomniled nous tirons- cette eonséq^xence (tliéo- 
Tème iO) y que,, im premier (zxe de rotacvon D étant pris à 
"ucrUntéy rincUnaison du deuxième axe ù sur Vaxe in^ 
stantané de ratatiott et de glissement X ne dépendra 
que de la distance du premier axe à ee dernier. 

Si la droite D est dirigée suivant la trajectoired'uO'de 
ses points, la droite A sera dans le pla» normal à cette 
trajectoire (tliéorènte 9), et Ton aura 

tong(A, X)lan«(D, X)rr: f ; 
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4! où FoB tire> ea faisant le produit des équatioo» (4) 
et (5), 

e' 
rp z^ '^ziz coDSt. 

31. Si nous nous servons des équations (i) pour élimi- 
nera de l'équation (a), il vient 

0(rH-|i)siii(D,X>=s 
ou encore» d'après les équations (i), 

Ofl(r-hp)sin(D, A) = eu. 

, Le presdier membre de celle équation est ^a) à six fois 
le ¥oluiBe du tétraèdre qui a pour arfttes opfN>sée» les 
deux lignes 0> £1^ priae» sur les> axes D et iX *, par consë^ 
quent, qu'on porte sur deux droites D^ A, dettx 9eg^ 
ments proportionnels €utx rotaiions dià corps autour de 
ces droites j le tétraèdre construit sur ces deux^ segments 
comme arêtes opposées aura, son vobàme constant \*)m 

32. Projetons sur une droite D les trajectoires de ses 
différents points 5 les projections seront égales entre elles 
et ne dépendront que da la rotation autour de Taxie si- 
multané A. Soit p l'une de ces projections. Sa valeiur 
sera 

/? = il(r-i-p)sin(D, A); 

en sorte que réq\iation du théorème précédent nous donne 
la relation 

Op = eu. 

' Ofk en coQclut que la rotation dm corps autour d'une 
droite quelconque est en raison im^erse du moui^etnent 
de cette droite e^imé dans sa propre direction. 
SoieiU â Tangle que ta djroile D' faitt avec, la tra^ctoLre 

(*) Yoir p. fti. 
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d'un de ses pointa a, et q la loDgaeur de cette trajectoire 
infiniment petite. On aura 

/> = ^ cos 9 , 
et) par conséquent, 

O^C059 = 8U. 

Si, par le même point a, on fait passer plusieurs droites 

D, D', etc., on aura 

su 
OcosG = 0'cosG'=.. .= — • 

Il s'ensuit que plusieurs droites étant menées par un 
mémepointy si l'on porte sur ces droites, à partir de ce 
point, des segments proportionnels aux rotations du 
corps autour de ces droites, les extrémùés de ces segments 
seront sur un plan perpendiculaire à la trajectoire du 
point ^ la rotation minimum aura lieu autour de la tra^ 
jectoiredu même point ^ et cette rotation, multipliée par 
la trajectoire du même point, forme un pioduit constant, 
quel que soit le point. 

33. Considérons un plan V faisant partie du corps en 
numvement. 

Soient 

/' la distance du foyer à l'axe instantané X ^ 

p là distance dé la caractéristique à cet axe ; 

O la rotation du plan autour de son foyer ; 

il sa rotation autour de sa caractéristique ; 

17 l'angle que le plan fait avec un plan perpendiculaire 
à J'axe X. 

Abaissons du foyer une perpendiculaire sur la carac^ 
téristique. On a vu (théorème 27) que cette droite ren- 
contre l'axe X et lui est perpendiculaire. Les extrémités 
de cette droite sont animées de deux mouvements rectan- 
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gtilaires : Fun, parallèle à Taxe. de rotation, est égal à s ; 
Tautre, perpendiculaire à cet axe, est égal à urpour Tex- 
trémité qui est au foyer, et à \)p pour rextrémité qui est 
sur la caractéristique. Ces deux mouYements se com- 
posent en un seul, qui est perpendiculaire au plan P pour 
la première extrémité, et qui est situé dans ce plan pour 
la seconde extrémité. On' a donc 





r 


= 


g g I 




-tangnr, P--j^„g^ 


d où Ton tire 






g» 

rp =r - = const. , 

- == tang* tj . 

P 



Quand deux plans P et T?' sont perpendiculaires^ on a, 
pour ces plans, 

tangcjtangd'nri, 



et, par conséquent, 



"•'=T» =?'''• 



On en conclut que les distances de leurs foyers à Vaxe 
de rotation ont leur produit constant, et que les dis- 
tances de leurs caractéristiques à Vaxe de rotation ont 
aussi leur produit constant. 

34. Les deux rotations du plan autour de son foyer, et 
autour de sa caractéristique, ont pour résultante la rota- 
tion V autour de Taxe X ; on a 

O = u cos CI , il = i» sin u • 

Dans le plan P menons Une droite quelconque D, et 
nommons (C, D) Tangle que cette droite fait avec la ca- 
ractéristique. Le trièdre dont les arêtes sont parallèles à 
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Taxe X, à la cftractéristiqne et à la droite D, est rectangle 
le long de Tarète parallèle à la caraetérisliqae (thf&>- 
rème 27). On a donc 

cos(Dy X) =sinucos(C, D), 

eij ù Ton a égard à Téquation précédente, 

ûcos(C, D)=vcos(D,X); 

de sorte que, pour cfaaq[ue plan mené par une même droite 
D, on a 

acos(C, D)=:const. 

Nous proposerons comme exercice de démontrer par 
Tanalyse quelqu'une des propositions qui précèdent. 
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CHAPITRE II, 

APPLICATIONS A U GÉOMÉTRIE, AUX SYSTÈMES ARTICULÉS 
ET AUX ENGRENAGES. 



i . Lorsqu'une courbe plane se meut dans uu plan, et 
que l'on connaît, pour Tune de ses positions, les tangentes 
aux trajectoires de deux de ses points a et £, il est aisé, 
pour cette position, de résoudre les problèmes suivants : 

Mener la normale et la tangente à la courbe décrite 
par un point m lié à la courbe mobile. 
* Déterminer le rapport des vitesses de deux points liés 
à la courbe mxihile. 

Trouver le point de contact de la coubre mobile €Ufee 
son enveloppe. 

La solution de ces problèmes découle immédiatement 
des propositions placées sous les n^ 1 et S dans le chapitre 
précédent. En effet, connaissant les tangentes aux trajec- 
toires des points a et &, on peut tracer les normales à ces 
trajectoires; leur intersection sera le centre instantané 
de rotation pour la courbe mobile. Ce centre étant connu, 
il suffira de le joindre au point décrivant m pour avoir la 
normale et, par suite, la tangente à la courbe décrite par 
ce point. Les vitesses des différents points de la figure 
mobile seront entre elles comme les distances de ces points 
au centre instantané. La normale abaissée du même 
centre sur la courbe mobile la rencontrera au point de 
contact avec son enveloppe. 

Si Ton connaît les trajectoires de deux points a et & de 
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la figure mobile, on pourra construire la courbe S' dé- 
crite par le centre inslantané sur le plan fixe du mouve- 
ment, et aussi la courbe S" décrite par le nième centre 
sur le plan mobile de la première figure; dès lors, si Ton 
fait rouler la courbe S'' sur la courbe S' en entraînant le 
point m^ celui-ci décrira la même courbe cjue dans le pre- 
mier mouvement. Ainsi Ton aura un nouveau mode de 
génération pour la courbe décrite par le point rn. 

Enfin, quand ce nouveau mode de génération est seul 
donné, on peut encore résoudre les mêmes problèmes ; car 
le point de contact entre les courbes S' et S'^ est à cliaque 
instant le centre instantané de rotation par rapport à 
toute figure liée h la courbe S'^. 

MAGPruS, Journal de Crelle^ i832, t, VIII, p. 5i, 
et L IX, p. ï35. 

Appliquons ceci à quelques exemples, 

% On donne deux courbes fixes S', S'', une courbe 
mobile S assujettie à rester tangente au3C deux premières, 
et un point m lié avec la courbe S. 

Pour mener la tangente à la courbe décrite par le 
point m, il suflSt d^élever deux normales sur la courbe 
mobile à ses deux points de contact^ et de joindre l'inter- 
section de ces normales au point m \ cette droite de jonc- 
tion sera la normale, la perpendiculaire sera la tangente. 

La courbe S peut se réduire à deux droites qui se 
coupent sous un angle donné \ chacune des courbes S', S" 
peut se réduire a un point fixe par lequel devra passer la 
courbe S ; alors on a autant de cas particuliers qui em- 
brassent un grand nombre de courbes auxquelles nous 
savons mener les tangentes. Supposons, par exemple, que 
S' soit une hyperbole équilatère, S" le centre de cette 
hyperbole, S Tenscmble de deux droites re c langui a ires^ 
rinterscclion de c«s droites décrira une leniuiscate de 
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Jacques BernouUi. CXn sait donc mener la tangente à la 
lemnàcaS^- 

3. On donne deux courbes fixes S', S'^, une courbe 
mobile S, et deux points a, m liés avec cette courbe 5 le 
point a est assujetti à rester sur la courbe. S', et la 
courbe S doit constamment toucher la courbe S''. Pour 
trouver la tangente à la courbe décrite par le point m, il 
suffit d'élever une normale à la courbe S' au point a, et 
de tracer la normale commune aux deux courbes S, S^'; 
la ligne qui joint l'intersection de ces deux normales au 
point m est noi^male à la courbe décrite* par ce point, la 
perpendiculaire est la tangente. Supposons, par exemple, 
que S' soit une droite, S'' un point et S la droite am ; 
alors le point m décrit une conchoïde. Ainsi l'on sait 
construire la tangente à la conchoïde, 

A, On donne deux axes rectangulaires OX, OY, une 
droite mobile amb de longueur constante et un point m 
Fig. 33. pris sur cette droite. Si Ton promène 

en même temps les deux extrémités a 
et b de la droite sur les deux axes OX, 
OY, le point m décrit une ellipse. 
Dès lors, il nous est facile de con- 
slruire la tangente à V ellipse. En 
effet, sur Oa et Oi construisons le 
"^ . rectangle aObO'-^ O' sera le centre 
instantané de rotation, et, par conséquent, O'/n sera la 
normale à l'ellipse, une perpendiculaire sera la tangente. 
Dans le rectangle construit, la diagonale 00^ est égale 
à l'autre diagonale ab^ laquelle est constante^ de là il 
résulte que le lieu du centre instantané est un cercle C 
décrit de O comme centre avec un rayon égal à ai. D'un 
autre côté, le triangle rectangle aO' b a son hypoténuse 
constante^ donc la courbe décrite par le centre instan- 

I, 2« ÉDIT. l5 
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tané O', dans son mouvement relairf autour de la droite 
ai, est un cercle C décrit sur celte droite comme dia- 
mètre. Par là nous voyons que, lorsqiiun cercle tno~ 
bile C roule intérieurement sur un cercle fixe C de rayon 
double y tout point m, pris dans le plan du cercle mo^ 
bilcy décrit une ellipse autour du centre du cercle fixe. 
Cette ellipse se réduit à un diamètre, lorsque le point 
décrii^ant est situé sur la circonférence du cercle mobile. 
Observons encore que la perpendiculaire O'/?, abaissée 
du point O' sur la doite ai, est normale à la courbe en- 
veloppe de cette droite, laquelle courbe a pour équation 

5. Les principes qui ont servi à résoudre les problèmes 
précédents nous permettent encore 
de calculer le rayon de courbure de 
la courbe que décrit un point m, 
lié à une courbe mobile S'', lorsque 
celle-ci roule sans glisser sur une 
courbe fixe S', située dans le même 
plan. 

Nous n'aurons nullement besoin 
de l'équation de la courbe décrite; il nous suffira de con- 
naître les rayons de courbure r et r' des courbes S' et S''. 
Pendant la rotation infiniment petite que la courbe S'' 
effectue autour de son point de contact comme centre 
instantané de rotation, nous pouvons substituer aux deux 
courbes S'', S' leurs cercles osculateurs au point de con- 
tact, et supposer que le premier de ces cercles roule sur 
l'autre en entraînant le point m; l'élément de la courbe 
décrite ne sera pas altéré. 

y^^ Soient donc n le point de contact entre les courbes S', 
S''; O, O' les centres dès cercles osculateurs à ces courbes 
au point n. 
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Faisons rouler le cercle O' d'une quantité infiniment 
petite. Soient n* le nouveau point de contact, et m' la 
nouvelle position du point m. Les droites mn^ m!n' sont 
deux normales infiniment voisines de la courbe décrite 
par le point m, leur intersection c est le centre de cour- 
bure. Supposons que Tare infiniment petit nn^ soit égal 
à re; alors la droite nm a décrit autour du point n un 

angle égal à la somme 1 — ; des rotations simultanées 



autour des centres O, O'^ en sorte que l'élément mm' 

perpendiculaire à mn est égal à nm e — , — • D'ailleurs, 

si Ton nomme a et jS les angles O'/im et O'mn^ la pro- 
jection nh^' de nn' sur une parallèle à mm' a pour va- 
leur re cos «. On a donc 



me mm' 


{r-h r')nm 


ne nn" 


rr' cos a 


me r -h r' 


sin(a-h p) 


ne ^ 


cosasin^ 



(A) 



De cette équation on tire, en observant que mn=nic — ne, 

— ... (r + r')sin(a + p) — 

me irr — r — ; ; — ; W/î. 

r' sm [ai.-\-^) -V- rsm a cos p 

Telle est la valeur du rayon de courbure. 
• Si le point m se trouve sur le contour du cercle mo- 
bile, alors j3 = ce et 



I 

- r 
2 



■ mn. 



C'est la valeur du rayon de courbure dans une épicycloïde. 
Lorsque les deux cercles O, O' ont leurs centres d'un 

i5. 
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même côté de la tangente commune, le signe de r seul est 
changé. 

6. A l'aide des mêmes principes on peut encore ré- 
soudre aisément plusieurs questions particulières. Nous 
n'en traiterons ici qu'une seule, que nous aurons l'oc- 
casion de rappeler plus tard. 

Trouv^er la développée d'une épicycloïde. 
Considérons une épicycloïde extérieure m Wj \ tous nos 
Fig. 35. raisonnements s'appli- 

queront sans difficulté 
à une épicycloïde in- 
térieure. Soient O le 
centre du cercle fixe, 
r son rayon, r' celui 
du cercle mobile, m le 
i 1 point décrivant, n le 
point de contact, et np le diamètre qui passe à ce point. 
Puisque mn est normale à l'épicycloïde, mp est tan- 
gente, c'est-à-dire que la tangente à une épicycloïde 
extérieure est la droite qui passe au point de contact du 
cercle mobile avec le cercle, enveloppe extérieure du 
cercle mobile dans ses positions successives. De là il suit 
que la droite mn est tangente à toute épicycloïde exté- 
rieure fXfXj, où le cercle r joue le rôle de cercle enveloppe, 
pourvu que le point décrivant fjt se trouve sur la droite 
m/2, lorsque le cercle mobile de cette épicycloïde touche 
son enveloppe au point n. 

Ceci posé, faisons rouler les cercles mobiles des deux 
épicycloïdes m/Wi, fZfXi, de manière que ces deux cercles 
restent toujours en contact. Soient /»' le nouveau point 
de contact, m^ la nouvelle position du point m, jtzi la 
nouvelle position du point jut, a l'angle nOn' ei p, p' les 
rayons du cercle fixe et du cercle mobile dans la nouvelle 
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épîcycloïde. On a 

arc/Wj/z' z= arc/w/i — ra, 
arc p, n' = arc p/i — pa, 

ou bien, considérant les angles au centre sous-tendus par 
ces arcs dans les cercles auxquels ils appartiennent, 

angle /7i,«' = angle mn ^ a, 

angle p,/?' = angle ^n — -S^ a. 

Or, puisque le point fx est, par hypothèse, sur la droite m«, 

angle mn = angle p/i; 

d'où Ton voit, eu égard aux équations précédentes, que 
le point \i.^ sera sur la droite m^n^ si l'on a 

Cette condition étant satisfaite, la seconde épicycloïde 
est la développée de la première. On en conclut que la 
développée d*une épicycloïde est une épicycloïde sem- 
blable. 

7. Nous compléterons ces applications par Tétude et le 

tracé de quelques machines usuelles. 

Bielle. — Soit une bielle AB qui transmet le mouve- 

Fig- 36. ment d'un balancier OA 

c 
à une manivelle O'B, O 

et O' étant les deux cen- 
tres de rotation. Prolon- 
geons OA et O'B jusqu'à 
leur rencontre en C. Le 
point C est le centre in- 
stantané de rotation relatif à la bielle 5 par conséquent, 
les différents points de ce corps tournent autour du 
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centre C avec des vitesses proportionnelles à leurs distances 
à ce point. Si la vitesse de l'extrémité A du balancier 
est donnée, on connaîtra celle de tout autre point, et en 
particulier celle de Textrémité de la manivelle. 

Soient w' la vitesse angulaire de la manivelle, o) celle 
du balancier, et O'L une parallèle au balancier menée 
du centre O' jusqu'à la rencontre de la bielle prolongée. 
On a 

w,OA _AC « __:^ O'B 
ÏTTô'Ib^bc' w'~"BC'"()r' 

Les triangles semblables CAB, O'LB donnent 



Il s'ensuit 



AC 

BC' 



PL 
"O'B* 

O'L 



en sorte que le rapport des vitesses angulaires est propor- 
tionnel à la distance variable de la bielle à Taxe de la ma- 
nivelle. 

CoRioLis, fourn, de V École P<iijt,, XXP Cahier, i832. 

8. Parallélogramme de Watt, — Soient ODA un ba- 
Fig. 37. lancierdemachine 

à vapeur qui oscille 
autour de TaxeO; 
AB, BC, CD trois 
^, tiges formant avec 
/ le balancier un pa- 
rallélogramme ar- 
ticulé à ses quatre 
sommets ; CO' une 
bride articulée en 
C, et mobile au- 
tour de Taxe fixe O'. Ce système est un parallélogramme 




CINÉMATIQUE. 23 1 

articule de Watt. Là tige du pision s'attache en B par 
une nouvelle articulation. La bride CO' est le contre- 
balancier. 

Afin d'étudier la courbe décrite par le point B, ache- 
vons le parallélogramme OABE; alors on voit que le 
point E décria une circonférence autour du centre O, tan- 
dis que le point C décrit une autre circonférence autour 
du centre O'. Ainsi la courbe décrite par le point B est le 
lieu d'un point pris sur une droite CE, de longueur con- 
stante, dont les extrémités parcourent deux circonfé- 
rences fixes. Il est aîsé de construire ce lieu, en réalisant 
sur le papier le mode de génération que nous venons d'in- 
diquer. On obtient une courbe dont la forme est ana- 
logue à celle d'un 8. Elle est évidemment symétrique par 
rapport à la droite qui joint les centres des deux circonfé- 
rences, par conséquent son point double se trouve sur 
cette droite. Elle a pour le moins deux points d'inflexion, 
et, si les proportions sont convenablement choisies, l'une 
de ses branches s'écarte peu d'une perpendiculaire à la 
ligne OA, en sorte qu'elle est sensiblement rectiligne 
dans une certaine étendue, de part et d'autre de la ligne 
des centres : c'est pour cette raison qu'on l'a nommée 
courbe à longue inflexion. 

Prolongeons les rayons O'C, OE jusqu'à leur ren- 
contre en 1 ; le point I est le centre instantané de rota- 
tion relatif à la droite BC : donc IB est la normale à la 
courbe décrite par le point B, une perpendiculaire est la 
tangente. 

L'intersection L de la normale BI avec le rayon AO du 
cercle décrit par le point A est le centre instantané de 
rotation de la tige AB. Les vitesses des points A et B sont 
proportionnelles aux distances de ces points au centre L. 

Soient l'ia vitesse de l'extrémité B de la tige du piston 
et CD la vitesse angulaire du balancier. 
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On a 

V BL 



w.AO AL 

Or, la ligne 01 étant parallèle à la base AB du tri- 
angle BAL, 

BL BI 

AL "" ÂÔ ' 

par suite, 

Le rapport de la vitesse verticale du piston à la vitesse 
angulaire du balancier serait égal à la projection hori- 
zontale de BI. 

Traçons la droite OB, et soit H son point de rencontre 
avec CD. On a 

OH OD 

d'où il suit que le point H décrit une courbe homothé- 
tique à la courbe décrite par le point B, le point O étant 
le centre d'homothélie. On profite de cette propriété pour 
fixer au point H la tige d'un piston, qui est ordinairement 
celui de la pompe à air. 

Quand on veut construire un parallélogramme de Watt, 
on se donne à volonté les positions extrêmes OA', OA'' 
du balancier, lesquelles ne doivent pas comprendre un 
angle très- grand. On se donne également à volonté, sur 
la direction moyenne du balancier, le point G, où passe 
la perpendiculaire B'B" que la tige du piston devra sen- 
siblement parcourir*, puis, les dimensions du parallélo- 
gramme étant convenablement choisies, on trace le pa- 
rallélogramme dans sa position moyenne ABCD et dans 
ses deux positions extrêmes A'B'C'iy, A''B''C"iy', en 
observant de placer B, B', B'' sur la perpendiculaire à la 
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droite OA, qui passé au point G. Par les trois points C, 
C, CI' on faît passer un cercle. Le centre de ce cercle est 
le point O', autour duquel doit tourner la bride QIC Dès 
lors tout est déterminé. 

Watt se donnait ordinairement le point G à égale dis- 
tance du point A et de la droite A' A'' •, dans ce cas, le centre 
(y se trouve sur la droite BC. En effet, AB, A'B'et A''B'' 
sont alors également inclinées sur B'B'' et, par conséquent, 
B'et B'' sont à égale distance du point B. D'ailleurs, quelle 
que soit la position du point Gj BC est perpendiculaire 
sur B'B", et B'C, WC" sont égales et également inclinées 
sur cette droite; donc ici BC est perpendiculaire sur le 
milieu de C'C", le centre C est sur la droite BC. 

Watt prenait de plus le point D au milieu du demi- 
balancier OA 5 dans ce cas, le centre C coïncide avec le 
point B, car alors les parallèles BB'', CC" sont toutes 
deux égales à la moitié de A' A'', BB^'CC est un parallé- 
logramme, BC = B"C^ et, puisque WC = BC, on a 

BC =z BC. 

On verrait de même que BC = BC. 

Les autres proportions de Watt étaient les suivantes : 

AB compris entre - A' A'' et - A' A", OGi= - A' A". 

'^ 7 2 2 

De cette dernière valeur il résulte 

3 , „ A' A'' 
0A=:- A'A'^H 7-. 

2 24 

En effet, 

ÔZ'= (OG -f GA)» :=! ^-^ H- (OG - GA)'; 
d'où 



A' A" A' A'' A' A'' 

4 ib.OG 24 
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Ces proportions sont encore celles- que Ton adopte de 
préférence aujourd'hui. 

Le P. Ca^bonnelle, dans un Mémoire qui fait partie 
des Bulletins de V Académie royale de Belgique^ t. XX, 
i853, s'est proposé le problème suivant : Trouv^er, dans 
des conditions de grandeur réalisables, les proportions 
du parallélogramme de Watt qui assurent la plus 
grande étendue possible au mouv^ement circulaire du 
balancier et au mouvement rectiligne de la tige du 
piston, en même temps qu elles donnent à ce dernier 
mouvement toute la rectitude dont il est susceptible. 
L'auteur arrive par l'analyse aux conclusions que voici : 
Le point G doit être situé à égale distance du point A 
et de la droite IfL A!' \ le point D doit être situé au milieu 
du demi-balancier OA^ le côté AB doit être pris aussi 
grand que la machine le comporte 5 le rapport delà course 
du piston à la longueur du demi-balancier ne doit pas 
dépasser une certaine limite. 

Ges résultats de l'analyse justifient admirablement les 
règles de Watt, qui n'étaient d'abord fondées que sur des 
tâtonnements nombreux. 

Observons que, pour faire décrire à la lige du piston 

une courbe à longue inflexion y il n'est pas besoin d'un 

Fig. 38. parallélogramme complet. En 

\ effet, soient OA le balancier 

^ qui tourne autour de l'axe O, 

et BAC une tige articulée en 
B, A et G avec la tige du pis- 
ton, le balancier et une bride 
qui tourne autour de Taxe 
fixe O'. Les points A et G de la tige seront assujettis à se 
mouvoir sur deux circonférences fixes*, par conséquent, 
le point B décrira une courbe à longue inflexion. L'ap- 
pareil ainsi construit se nomme parallélogramme simple. 
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Pour le tracer, on' marque la position moyenne et les 
positions extrêmes du point C, comme s'il s'agissait du 
parallélogramme de Walt; puis on fait passer un cercle 
par ces trois positions ^et l'on prend le centre de ce cercle 
pour projection C de Taxe du contre-balancier. 

9. Coulisse de Stéplienson. — On nomme ainsi le 
mécanisme employé dans les locomotives et dans les ma- 

Fig. 39. 




chines d'extraction des mines, pour changer à volonté le 
seiis du mouvement en faisant varier la position du tiroir. 

La tige du tiroir est assujettie à rester dans la direc- 
tion TE qui passe par le centre O de Tarbre moteur. Son 
extrémité E porte un boulon ou coulisseau qui s'engage à 
frottement doux entre les deux lames parallèles d'une cou- 
lisse BB'. Celle-ci reçoit de l'arbre moteur un mouvement 
oscillatoire au moyen de deux bielles BA, B' A', articulées 
en B, B', qui embrassent deux excentriques montés l'un à 
côté de l'autre sur l'arbre moteur, dans des directions à 
peu près opposées. 

On voit que le tiroir est commandé par la bielle AB 
ou par la bielle A'B', suivant que sa tige est engagée vers 
l'une ou l'autre des extrémités de la coulisse. 



236 MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Un levier coudé GLH, mobile autour de l'axe fixe L, 
soutient la coulisse par l'intermédiaire d'une tige GD 
articulée à ses deux extrémités. 

Si le mécanicien vient à tirer la tringle HM, il abaisse 
la coulisse et fait mouvoir le tiroir, en même temps que 
la bielle AB s'approche de la tige TE et vient la com«ian- 
der. Le sens du mouvement peut être changé. 

Cherchons le centre instantané de rotation de la cou- 
lisse et la vitesse de la tige du tiroir. 

Nous remarquons d'abord que le point d'attache D 
entre la coulisse et le levier ne peut que décrire un cercle 
autour du point G. Il s'ensuit que le centre instantané de 
rotation de la coulisse est situé sur la droite GD. 

Soit I ce centre-, 

Soient A, A' les centres des excentriques 5 ces points 
peuvent être considérés comme appartenant aux bieilles 
AB, A'B'. 

Nommons encore r la distance OA ou OA' du centre 
de l'arbre au centre de l'excentrique •, 

0) la vitesse angulaire de l'arbre; 

u et v' les vitesses des points B et B'. 

Daiïs un mouvement infiniment petit du système, le 
point A se meut sur une perpendiculaire au rayon OA; le 
point B, qui appartient à la coulisse, se meut perpendicu- 
lairement à la droite IB. Le centre instantané de rotation 
de la bielle AB est donc à l'intersection F des deux 
droites OA,IB. Les vitesses des points B et A sont entre 
elles dans le rapport des distances BF et AF; c'est-à-dire 
que nous avons 

de même, 

B'F' 
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Ces vitesses des points B et B' de la coulisse sont entre 
elles comme les distances de ces points au centre I, 

BF.A'F' IB 



N 



AF-B'F' IB' 



Cette relation nous prouve que la ligne 10 passe par 
le point de rencontre K des deux bielles prolongées. En 
eflTet, si nous menons les droites IC, IC parallèles à OA, 
OA' jusqu'à la rencontre des directions des bielles , les 
triangles semblables BFA et BIC nous donnent 



(3) 


BF IB 
AF "~ IG ' 


de même, 


B'F' IB' 
A' F' "" IC' 



d'où l'on voit que la relation (2) se réduit à Tégalité 

IC z= IC, 

qui entraine évidemment la conséquence annoncée, 
puisque les triangles CJC et AOA' ont leurs côtés paral- 
lèles deux à deux. 

Le centre instantané de rotation de la coulisse est à 
Vintersection de la tige de suspension et de la droite qui 
joint le centre de V arbre au point de rencontre des bielles 
prolongées. 

La vitesse du point E de la bielle est à la vitesse p» du 
point B dans le rapport de lE à IB. D'après les rela- 
tions (i) et (3), sa valeur est 

lE 

"''ïc- 

La composante de cette vitesse parallèle à TE est la vi- 
tesse V de la tige du tiroir. INous aurons sa valeur en 
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remplaçant dans la valeur précëdente la droite lE par sa 
projection PE sur la direction de la lige, 

Y rrz wr ^— • 

IG 

10. Tracé des engrenages plans. — Un arbre de ma- 
chine étant animé d'un mouvement de rotation quel- 
conque, on propose de transmettre ce mouvement à un 
arbre parallèle, par un seul système de roues dentées, de 
manière que les vitesses angulaires des deux arbres soient 
à chaque instant dans un rapport donné. Tel est le pro- 
blème des engrenages plans. 

Les roues seront deux cylindres parallèles, qui auront 
pour axes de rotation les arbres réduits à des droites. Il 
s'agit de déterminer les bases de ces cylindres, sur un 
même plan perpendiculaire aux axes, de manière qu'elles 
puissent rester tangentes l'une à l'autre, en tournant au- 
tour de leurs centres avec des vitesses angulaires qui soient 
dans un rapport doniié. 

Soient O, O' les pieds des axes sur le plan des bases 5 
Fig. 40. ce sont ces deux points que nous 

nommons les centres des bases. 
Prenons sur la droite indéfinie OÇV 
un point A dont les distances aux 
deux centres soient dans le rapport 
inverse des vitesses angulaires cor- 
respondantes. De O et (y comme 
centres, avec OA et O'A pour 
rayons, décrivons deux circonférences •, elles seront tan- 
gentes, et si elles tournent autour de leurs centres avec 
des vitesses angulaires dans le i*apport donné, il est clair 
qu'elles rouleront l'une sur l'autre sans glisser. Seulement, 
comme le point A admet deux positions, l'une extérieure 
à la droite finie OO, l'autre intérieure, dans la première 




CINÉMATIQUE. aZg 

position les circonférences tourneront dans le même sens, 
et dans la seconde position elles tourneront en sens con- 
traire. La première construction convient à un engre- 
nage intérieur^ et la seconde à un engrenage extérieur. 
Comme ce dernier genre est le plus employé, nous le con- 
sidérerons seul. Au reste, tout ce que nous dirons pourra 
s'appliquer aur engrenages intérieurs, sans autre modi- 
fication qu'un changement de direction. 

Les circonférences que nous venons de construire se 
nomment les circonférences primitives de l'engrenage. Il 
nous reste à tracer les dents de ces circonférences par la 
condition que deux dents, primitivement en contact, res- 
tent tangentes, lorsqu'on fait rouler les circonférences 
Tune sur l'antre. On peut même supposer que l'une des 
circonférences reste immobile, pendant qne l'autre roule 
en entraînant son centre -, car rien ne sera changé à la po- 
sition relative des deux figures. 

Ici le problème devient indéterminé; car on peut se 
donner à volonté une courbe M'N' liée à la circonfé- 
rence (y, déterminer Tenveloppe MN de cette courbe 
lorsque la circonférence O' roule sur la circonférence 0\ 
et alors, si Ton regarde M'N' comme le profil de la dent 
delà première circonférence, il est clair que MN sera le 
profil de la dent de la seconde circonférence. 

Dans ce roulement de la circonférence CV sur la cir- 
conférence O, supposée immobile, le centre instantané de 
rotation est le point de contact Aj par conséquent, la 
normale abaissée de ce point sur la courbe M'N' la ren- 
contre en un point de la courbe enveloppe MN. De là ré- 
sulte une construction très-simple de l'enveloppe MN : 
des différents points C, E', etc., de la circonférence O' 
abaissez des normales CD', E'F', etc., sur la courbe 
M'N', et mesurez les angles y, e, etc., sous lesquels ces 
normales coupent la circonférence. A partir du point de 
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motrice peut conduire plusieurs roues et leur donner des 
vitesses de rotation différentes . .. 

14. Une courbe S roule sur une courbe S' et entraîne 



Fîg. 44. 




dans son niou\fement une 
courbe S" liée av^cc elle. 
Celle-ci enveloppe dans sofi 
mouvement une quatrième 
courbe S'". 

Soient : ' î 

r, r', r"^ r'" les rayons de 
courbure des quatre courbes 
aux points de contact simuV- 
tanés^ 

O, O', O", 0''; les centres 
de courbure^ 

m le point de contact des 
courbes S, S'; 

a la distance mm'^ 

e Vangle OmO". 



Démontrer quon a la relation 

r r' \r" -^ a r" — a J 



Le mouvement élémentaire des courbes mobiles S, S^ 
est une rotation autour du centre instantané m, qui fait 
parcourir au point de contact sur chacune des deux courbes 
deux arcs élémentaires égaux mm^^ mm\. 

Dans ce mouvement, la normale Om^ de la courbe S 
vient se placer sur le prolongement de la normale 0'm\ 
à la courbe S'; et la normale 0"m, de la courbe S" vient 
prendre la direction de la normale 0'"m\ à la courbe S^. 
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Les angles décrits par ces deux normales sont égaux, 
puisque ces deux lignes sont entraînées dans le même 
mouvement de la figure mobile. 

L'angle que décrit Omi est égal à la somme 

/i/O/Wi -f- mO' m\ 
ou 

L'angle que décrit (y'm^ est la somme 

m&m,-\-mO'"m\y 

qui a pour valeur 

/y7/72,cos9 /ww, cosQ 
7^+V "^ r'" — a * 

La formule proposée s'ensuit. 

Cette formule est due à Savary. Elle exprime que les 
droites OO'^, O'O''' se coupent sur la perpendiculaire éle- 
vée au point m à la droite O'^O''^, et donne par là une 
méthode très-simple pour trouver un des quatre centres 
de courbure quand les trois autres sont connus. 

15. Joint universel ou joint de Cardan. — Un axe A 
F»g' 45. est terminé par une fourchette dont 

les extrémités sont articulées sur un 
anneau aux bouts d'un diamètre BC. 
Un second axe A' est articulé de la 
même manière sur le même anneau 
aux extrémités d'un diamètre B'C 
perpendiculaire à BC. 

Cet assemblage permet aux deux 
axes de se mouvoir librement dans toutes les directions 
autour du centre de l'anneau, qui est leur point de con- 
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cours obligé. Si l'on maintient les axes dans des direc- 
tions fixes, et que l'on fasse tourner Tun d'eu^ sur lui- 
même, l'autre devra forcément prendre une rotation qui, 
en général, ne sera pas égale à celle du premier. 

Cherchons la relation qui lie les vitesses de rotation 
simultanées w, w' de ces deux axes A, A' de directions 
fixes. 

Dans ce mouvement de rotation, les points B, B', C, C 
restent sur la sphère qui a pour centre et pour rayon le 
centre et le rayon de Panneau. Les points B et C sont 
assujettis à se mouvoir sur le grand cercle dont le plan est 
perpendiculaire à Taxe A. De même, les points B', C'ne 
peuvent se mouvoir que sur le grand cercle perpendicu- 
laire à l'axe A\ Enfin, les points B, B', dont le mouve- 
ment nous fera connaître les rotations des axes, sont as- 
sujettis à rester à une distance l'un de l'autre égale au 
quart d'un grand cercle. 

On voit que la question est ramenée au problème sui- 
vant : 

Un arc de grand cercle BB', égal au quart de la cir^ 
conférence^ se meut sur une sphère en appuyant con- 
stamment ses extrémités sur deux grands cercles fixes 
PB, PB'. Trousser le rapport des vitesses o), o)' de ses 
deux extrémités. 

D'après le théorème 4 du chapitre précédent, le mou- 
yement élémentaire de l'arc mobile est une rotation au- 
tour d'un pôle instantané I, qui se trouve à l'intersection 
de deux arcs de grands cercles perpendiculaires sur les 
trajectoires BP, B'P aux points B, B'. Les vitesses de ces 
points sont entre elles comme les distances de ceux-ci au 
diamètre de la sphère qui aboutit au pôle I : 

c3 sinBI 
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Les propriétés des triangles sphériques donnent 

sinBI _ sinBB'I ___ cosBB'P 
•' sinBl "" sinB'BI "" cosB'BP *' 

^^t, en nommant |3 et /3' les arcs PB et PB^ 



H s'ensuit 

i ■ 

ti ^ 



COSP rrrsînP'cOSBB'P, 

cosp'=: sinp cosB'BP. 






sin?.p 
sinap' 



On peut exprimer ce rapport en fonction d^une seule va- 
riable /3. 

3oit P Tangle BPB', qui est Fangle des axes ou son 
suj^lément. 

On a 

COtpCOtp'nr — COSP, 

^, p^r suite, 

«A I — sin'P sin'P 

«' cosP 

Ce rapport devient infini quand P devient égal à un 
angle droit; alors la transmission est impossible. 

16. Une figure plane se meut dans un plan; on con-^ 
Fig. 46. natty à un instant donné, le centre 

instantané de rotation C et les cen^ 
très de courbure 0,0' des courbes 
décrites par deux des points de la 
figure m, w'. Troui^er le rayon de 
courbure de la courbe décrite par un 
troisième point m". 

Soient : 

O" le centre de courbure de la troisième courbe 5 
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7-, /•', r" les rayons de courbure 0/n, 0'm\ 0"m"'^ 
/7, p'^ p" les distances wC, w'C, m'^C; 
c la positiofi infiniment voisine du centre instantané; 
M, u', u" les angles OCc, O'Cc, 0"(lc. 

En exprimant que les arcs décrits sont proportionnels 
aux longueurs des normales abaissées du centre instan- 
tané, on obtient les relations 

P(r-^p) P'(r'-hp') 
: = y—' 7—» 

p'{r' + p') ^ p"{r''+p'') 
/-'sinii' résina'' 

Comme on conpait la différence u — u\ la première re- 
lation fera connaître u et u'] alors on aura la direction 
Ce et, par suite, Tangle u". Substituant les valeurs des 
angles li' et i^^^ dans la seconde relation, on en tirera la 
valeur du rayon de courbure r'^ 

On pourra calculer aisément par cette métbode le rayon 
de courbure de la courbe à longue inflexion et celui de 
plusieurs autres courbes intéressantes. 

ÂRNonXy Journal de l'École Polytechnique , 
XXXV* Cahier, p. 109. 

17. Soient O, O', O'^ trois circonférences tangentes au 
même point m, et telles que le rayon de la troisième soit 
égal à la somme des rayons des deux autres. 

Supposons d'abord que les deux premières circonfé- 
rences roulent successivement et en sens contraires dans 
Tintérieur de la troisième. Le point m, considéré comme 
appartenant à chacune des circonférences mobiles, dé' 
crira la même épicycloïde dans les deux moui^ements. 

Supposons maintenant que la circonférence O roule 
sur Textérieur de la circonférence O', puis que la circon- 
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férence O'^ roule intérieurement et dans le même sens sur 
la même circonférence O^ Le point m, dans ces deux 
mout^ments^ décrira la même épicycUnde extérieure à 
la circonférence O'. Démontrer ces théorèmes. 

Ceci montre qu'on n'a jamais à considérer que deux 
sortes d'épicycloïde. 

EULER. 

18. Deux circonférences égales O, O' se coupent à angle 
droit, et une droite mobile égale à la distance des centres 
appuie constamment ses extrémités sur les deux circonfé- 
rences. Montrer que le point milieu de cette droite décrit 
une lemniscate de Jacques BernoulU, r*=2COsae, dont 
les foyers sont les centres des deux circonférences. 

Conservons la même circonférence O et la même droite ; 
mais remplaçons la circonférence O' par une autre cir- 
conférence concentrique qui passe au centre de la circon- 
férence O. Alors un point pris sur le prolongement de 
la droite^ à une distance de V extrémité égale à la Ion- 
gueur même de la droite, décrira une lemniscate de 
Jacques Bernoulli^ mais cette fois le centre de la cir- 
conférence O sera le centre de la courbe ^ tandis que 
celui de Vautre circonférence sera toujours l'un des 
foyers. 

On voit par là que la lemniscate est un cas particulier 
de la courbe à longue inflexion. 

Ca&bonnelle^ Bulletin d*i l*Acad. de Belgique, t. XX, n° 5. 

19. On suppose deux hyperboles équilatères égales, 
et qui ont d^ abord la position d^ hyperboles conjuguées. 
Lune déciles restant fixe, on fait rouler l'autre sur la 
première, Alors le centre de P hyperbole mobile décrit 
une lemniscate de Jacques Bernoulli, dont les foyers 
coïncident avec ceux de V hyperbole fixe. 
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On établira ce théorème par la méthode employée au 
n? 4, en montrant que, dans le premier des deux modes 
de génération indiqués au numéro précédent, le centre 
instantané de la droite mobile décrit une hyperbole équi- 
latère, soit dans son mouvement absolu, soit dans son 
mouvement relatif autour de la droite mobile. 



DYNAMIQUE. 



CHAPITRE PREMffiR. 

CHOC DE SPHÈRES HOMOGÈNES SANS FROTTEMENT. 



Imaginons que deux sphères homogènes et de même 
matière, qui se meuvent suivant la droite qui joint leurs 
centres, viennent à se choquer Tune, contre Fautre* 

Soient : 

w, m' les masses respectives de ces deux corps J 

M, v' leurs vitesses avant le choc; 

(^, ^' leurs vitesses après le choc ; 

ces vitesses étant comptées positivement dans une direc- 
rion et négativement dans la direction contraire. 
On a toujours Téquation 

(A) m[u — v)z=zm'{i^-^u'). 

Si les deux corps sont complètement dépourvus d'élas- 
ticité, cette équation suffit pour déterminer leur mou- 
vement après le choc ; car ces deux corps, après s'être 
rencontrés, marcheront ensemble et ne formeront, pour 
ainsi dire, qu'un seul corps. Quand les corps ont quelque 
élasticité, il convient de distinguer deux périodes dans la 
durée du choc : pendant la première les centres de gra- 
vité se rapprochent, et pendant la seconde les centres de 
gravité s'éloignent. Si la pression mutuelle qui s'exerce 
entre les deux corps a des valeurs égales pendant les deux 
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périodes pour une même distance des centres de gravité, 
les corps sont dits parfaitement élastiques y et dans ce cas 
la seconde équation du mouvement est 



v:= u — u • 



Lorsque les corps n'ont qu'une élasticité imparfaite, 
comme cela a lieu généralement dans tous les corps de la 
nature, la question devient beaucoup plus difficile, et 
Tétat actuel de nos connaissances sur les réactions molé- 
culaires ne nous permet pas de la résoudre complètement. 
Cependant on admet que la quantité de mouvement 
rendue à l'un quelconque des corps, dans la seconde pé- 
riode du choc, est égale au produit d'une quantité e, 
comprise entre zéro et l'unité et constante pour un même 
corps, par la quantité de mouvement qui serait restituée 
si le corps était parfaitement élastique. Alors on a l'équa- 
tion 
(B) p' — p — ^(« — «'). 

Cette formule, donnée d'abord par Newton (*), concorde 
assez bien avec les résultats de l'observation. En effet, 
d'après une série d'expériences faites par Hodgkinson (**), 
la quantité e ne diminue que lentement à mesure que la 
vitesse relative des deux corps avant le choc augmente, 
et même cette quantité est sensiblement constante lorsque 
la vitesse relative est considérable. 

Nous adopterons donc cette formule (B), et nous re- 
marquerons qu'il suffit d'y poser e= i pour avoir l'équa- 
tion rigoureuse qui convient aux corps parfaitement élas- 
tiques^ tandis que, si Ton y faite=o, on a l'égalité 
V' = p» qui convient aux corps privés d'élasticité. Le nom- 



(*) Principia, Axiomata, lex III, schol. 

(**) Reports of ihe Bristish Association /or the Advancement of Science, 
TOI. III, p. 534. 
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bre e sera pour nous la mesure de I élasticité. Il est d'ail- 
leurs aisé de le déterminer expérimentalement pour un 
corps donné; car^ si nous supposons que ii' soit nul et 
que la masse m puisse être négligée vis-à-vis de la masse 
m', les équations (A) et (B) nous donnent 






d'où 

(C) ç= — cu. 

C'est-à-dire que le plus petit des deux corps acquerra, par 
TefTet du choc, une vitesse rétrograde dont le rapport avec 
la vitesse primitive est égal au nombre e. C'est le cas fa- 
cile à réaliser d'un corps qui vient choquer un autre 
corps invariablement fixé sur la terre. 

Le plus ancien ouvrage que nous connaissions sur le 
choc des corps est dû à J. Marc Marci de Crovniland (*), 
médecin hongrois, qui publia à Prague, l'an lôSp, un 
Traité De proportione motûs seu régula spliymiàa^ 
dans lequel il étudie le choc des corps dépourvus d'élas- 
ticité ou parfaitement élastiques. Les lois qu'il a données 
pour ces derniers corps sont précisément celles que Ton 
adopte aujourd'hui. Cet ouvrage remarquable est cepen- 
dant tombé dans un oubli général; il parait même qu'il 
ne parvint pas à la connaissance de Wallis, de Wren et 
de Huyghens qui, trente années plus tard, donnèrent à 
peu près les mômes lois que Marci. Wallis (**) s'occupa 
des corps dépourvus d'élasticité, Wren (***) et Huy- 
ghens (*♦**) étodièrent les corps parfaitement élastiques. 



C*) MONTUCLA, Histoire des Mathématiques, t. II, p. 4o6. 

(**) Philos. Trans., 1668, p. 864. 

(***) Philos, Trans., 1668, p. 867. 

(****) Philos. Trans,, 1669, p. gîS. — Journal des Savants, ipars 1669. 
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On peut consulter, sur le sujet qui nous occupe, les 
écrits de Wallis (*), de Keill (**), de Mariotte (***) et 
de Smeaton (****). 

1 . Trois sphères m ^ /tî', m" parfaitement élastiques sont 
en ligne droite ^ le corps m est lancé sur le corps ni' av^ec 
une "vitesse donnée. Trousser la masse que doit av^oir ce 
second corps ^ pour que la vitesse quil communiquera 
au corps m!' soit la plus grande possible. 

Soient : 

m, m\ m" les masses des trois corps; 
a la vitesse imprimée au corps my 
i^ la vitesse de ce corps après le choc dans le sens de la 
vitesse a; 

a' la vitesse qu'il communique au corps m'; 

a" la vitesse que ce corps m' communique au corps m''. 

Les formules (A) et (B) nous donnent 

m[a — v) z= w'«', 

a' — p = ^, 

ei si l'on élimine i^, 

De même, 

Par conséquent, 
a' 

La question est ramenée à déterminer le minimum de 



(*) Mechanïca, pars tertia, 1671. 

{**) Introductio adveram Physicant, lect. xii, xiir, xiv. 

(**♦) Traité de Percussion, 

(♦***) Philos, Trans,, 2i\T\\ 1782. 
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la quantité 

l m \ 

•m"). 



(5 *■)"■' 



Différentions cette expression par rapport à m'; il vient 



-— (/w' -h 7W" 4- -7 -f- I — G, 



/m' ' — mm" = o, ot' = sjmm", 

HuYGHSNS, Phil. Trans.y 1669, p. 928. 

2. Une sphère parfaitement élastique est lancée contre 
un plan fixe et bien uni^ as^ec une vitesse donnée en 
grandeur et en direction . Déterminer la grandeur et la 
direction de la vitesse après le choc. 

Soient u et i^ les vitesses d'incidence et de réflexion ; 
a et j3 les angles que les directions de ces vitesses font 
avec la normale. Ces vitesses ont pour composantes pa- 
rallèles au plan usina, i^sinjS, et pour composantes nor- 
males i/cos a, i^cosjS. 

Puisque le plan est parfaitement uni, le choc n'altère 
pas la composante de la vitesse d'incidence qui est paral" 
lèle au plan \ on a donc 

psin^ = lésina. 

La composante normale se comportera comme si le 
choc était normal ; en sorte qu'on aura, d'après l'équa- 
tion (C), 

pcosp = i^cosa. 

On tire de ces deux équations 

p 1= a, vz=zu\ 

c*est-à-dire que la vitesse n'est point altérée par le choc, 
et que l'angle de réflexion est égal à l'angle d'inci- 
dence. 

Wallis, Mechan^j pars III, De elatere, etCj prop. 2. 
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3. Deux sphères parfaitement élastiques, animées de 
vitesses connues en grandeur et en direction, viennent 
à se heurter. Déterminer les vitesses de ces sphères après 
le choc et leurs directions. 

Soient m, m' les masses des deux sphères; O, O' leurs 
centres à l'instant du choc; a, a' leurs vitesses avant le 
choc; AO, A'Cy les directions de ces vitesses; a, af les 
angles que ces directions font avec la direction 00'. 

Décomposons chacune des vitesses a, a^ d'abord sui* 
vaut la ligne des centres 00', puis suivant une perpendi- 
culaire à cette ligne située dans le plan AOO'pour la 
vitesse a, et dans le plan A'O'O pour la vitesse a*. Les 
composantes de la première vitesse seront acosa, asina, 
et celles de la seconde vitesse seront a'cosa', a'sina'. 

Les composantes perpendiculaires à la lignedes centres 
ne seront point altérées par Teffet du choc; d'oui] suit 
que le corps m continuera à se mouvoir dans le plan 
AOO', et le corps m' dans le plan A'O'O. 

Les composantes parallèles à la ligne des centres seront 
modifiées de la même manière que si les deux sphères se 
mouvaient avant le choc suivant la ligne 00', avec des 
vitesses égales à ces mêmes composantes acosa, a'cosa'. 
Dès lors, si nous représentons par i^ et ^'' les composantes 
suivant 00' des vitesses des deux sphères après le choc, 
nous aurons, d'après les équations (A) et (B), 

m (acosa — ^) = '«' (^' — a'cosa'), 
p' — v=: acosa — a'cosa'; 



d'où 



2W' 
-7fl COSa H rû'cosa , 



m -h m' m -h m' 



, m' — m , , nm 
P = 7 a cosa' H a ces a. 
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Nommons V et V^ les vitesses des deux sphères après 
leur choc et ^, ^' les angles que les directions de ces 
vitesses font avec la direction 00'. Nous aurons, 

V* = p^ -H fl* sin> a , V* = p'» -f- a'^ sin» a', 

asmoL . , a' sma! 
tang<& = 1 tang*' = ^ — • 

Keill, Introductio adveram phyMcam^ lect. i4« 

^. Deux sphères imparfaitement élastiques se meu- 
{fcnt ai^ec des vitesses données sur une même ligne droite 
et dans la même direction^ lorsque Vune d^ elles vient à 
heurter contre Vautre. Déterminer les vitesses de ces 
deux corps après le choc. 

Soient m, m' les masses des deux corps, a, a' leurs 
vitesses avant le choc, (^, v' leurs vitesses après le choc 
et e leur élasticité commune. 

D'après les formules (A) et (B), on a 

/ — if z=ie[a — a')\ 
ma -^ m' a' m'eia — a*) 

Ç 3^ , î^ , 

m -+- M m -f- m 

ma-^m^a' me (a — a') 

ç'z=. ; 1 î^ -!• 

m -h- m m -+- m 

Maclaubin y Choc des corps, p. 3o. Prix de TAcad. , t. I. 

S. Troui^er la somme des forces viifes qui animent 
^près le choc les deux sphères considérées dans le pro' 
ilème précédent. 

On trouve 

mv>^ -f- m'»»" = ma^ H- m' a'^ ^ ^-^, L. 

m -Hm' 

I, 2« ÉDIT. i^ 



d'où 
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Cette formule montre que, par V effet du choc, la somme 
des forces /vives diminue d^ autant plus que l'élasticité 
est moins considérable. 

6. Av^ec quelle vitesse une bille doit-elle choquer une 
bille égalcy déjà animée d^une vitesse connue a, pour 
que le premier corps reste immobile après le choc? 

L* élasticité des deux billes est e. 

La vitesse imprimée à la première bille doit être 

H-<? 

a* 

I — e 

7. Déterminer les vitesses a et b que doit^ent ai^oir 
deux sphères A et B, qui se meus^ent suii^ant une même 
direction, pour qu'après le choc, le premier corps A reste 
en repos, et le second B continue à se moui^oir avec une 
vitesse connue j3. 

V élasticité commune des deux corps, e, et leurs niasses 
m, m' sont données. 



On trouve 



V 



e m -h m 

e{m -h m' ) 
Maclau&in, Choc des corps, p. 4^. Prix de TAcad., t. I. 

8. Une sphère A est lancée contre une sphère B en 
repos ^ on veut qu^ après le choc, la première sphère A 
reste en repos, et la seconde B se mette en mouvement 
avec une vitesse égale à la w'*'"' partie de la vitesse pri-- 
mitive du premier corps. Déterminer V élasticité e des 

m' 

deux sphères et le rapport — de la masse du second 
corps à celle du premier. 
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On trouve 



I m 

n m 



9. Deux sphères parfaitement élastiques, qui se meU' 
vent suivant une même droite avec des ^vitesses égales et 
contraires, ^viennent à se heurter. Quel doit être le rap^ 
port de leurs masses, pour que l'une déciles reste en 
repos après le choc P 

Soient m' la masse de la sphère qui doit rester en repos 
après le clioc et m celle de Fautre sphère. 
On trouve le rapport 

^ = 3. 

10. Des billes en nombre quelconque et de même 
élasticité sont disposées en ligne droite^ on imprime à 
la première bille une vitesse connue, dans la direction 
des autres corps. Trouver la vitesse que la dernière biUe 
recevra. 

Soient n le nombre des billes, m^, mt,.**9 ^n leurs 
notasses^ e leur élasticité commune^ a la vitesse imprimée 
ài la première bille et v la vitesse cherchée que recevra la 
dernière bille. 

On trouve 

jr zzr ( I -4- tf )»"-' • • . . a . 

/7I, 4- /Wj /lï, -h W3 /Wfl_, -4- tn„ 

IIaclauein, Choc des corps, p. 54* Prix de TAcad.^ t. I. 

H. Un nombre quelconque de billes égales y juxta- 
posées en ligne droite sur une table bien unie, sont liées 
entre elles par des fils inextensibles et d'égale longueur^ 
an écarte brusquement la première bille en lui impri" 
mant une vitesse connue suivant la droite des centres ^ 
et Von demande le temps qui doit s"^ écouler avant que la 
dernière bille soit mise en mouvement. 

»7- 
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Soient n le nombre des billes, a la longueur de chacun 
des fils de jonction et j3 la vitesse imprimée à la première 
bille. 

Le temps cherche est 

n{n — a 

là. Un nombre quelconque de sphères sont rangées 
en ligne droite entre deux autres splières de niasses con^ 
nues m, m'; on imprime à la sphère m une vitesse don-* 
née a, vers la sphère voisine. Trouver quelles doivent 
être les masses des sphères intermédiaires pour que' la 
vitesse a' communiîiuée au dernier corps soit un màx£^ 
mum^ et déterminer la limite vers laquelle convergé^ 
cette vitesse maximum^ lorsque le nombre des sphères 
intermédiaires croît indéfiniment. 

Tous les corps considérés ici sont parfaitement élas^ 
tiques. ^ 

On trouve que la masse de chacune des sphères intei^ 
médiaires doit être une moyenne géométrique end^e celles 
des deux sphères adjacentes *, et si Ton nomme n le nombre 
des sphères intermédiaires, on obtient entre les vitesses 
la relation 

r -^r^""'^ 

« La 2 \m*) J 

Lorsque le nombre des sphères croit indéfiniment, ce 

rapport tend vers la limite ~ = iV ^« En effet, 



(5)" 



I 

-1-1 log-7 



== I- 



I , m \ ( I inX» 
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en sorte que, si Ton se born'e aux deux premiers termes 
de ce développement, il vient 

lim — = lim ( i • - log — 7 ) 

a \ //H-i 2 ^ m' I 

I 



log- 
: e 



V m' 



On montrera sans peine que les termes négligés s^éva- 
Bouisscnt à la limite. 

A 

13. Une sphère dépourvue de toute élasticité vient 
heurter contre une autre sphère en repos et pareillement 
privée d^ élasticité *y on connaît la vitesse de la première 
sphère à Vinstant du choc et Vangle que sa direction 
fait ai^ec la ligne des centres. Déterminer la vitesse du 
premier corps après le choc. 

Soient a l'angle donné, a la vitesse de la première 
spbère avant le choc, 1^ sa vitesse après le choc, m sa masse 
et m' celle de l'autre sphère. 

On trouve 



sin^a 



(w -f- m'y 



14. Deux sphères A, B, de masses égales et animées 
^^une même vitesse a, viennent à se heurter de telle 
^^>rte qu à l* instant du choc la ligne des centres coïncide 
^m-»ec la direction que suivait la sphère B; on connaît 
^ cingle Cf. de leurs directions primitives et leur élasticité 
^^^^mmune e. Trouver les vitesses des deux sphères après 
'^ choc, et déterminer la valeur de f angle a qui rend 
^^^aximum la ^ntesse de la sphère A. 

Soient ueiv les vitesses des deux sphères A et B après 
*^ choc. 
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On trouve 

u^ = y a^[i -h e -h (i — e) cosap -f- a^ sin' a, 

p' m j rt*[i — /? -f- (i-4- ff) cosap. 

La vitesse u est la plus grande possible lorsque 

I — e 

cosa = • 

ù — e 

15. Trou sphères parfaitement élastiques A, 6, C sont 
placées aux trois sommets d^un triangle connu. Troun 
\fer le rapport qui doit exister entre les masses des trois 
corps pour que la sphère A, lancée obliquement sur la 
sphère B, soit réfléchie sur la sphère C et rei^ienne à sa 
position primitive. 

On suppose qu'à l'instant où deux sphères se choquent 
la ligne de leurs centres est perpendiculaire au côté op- 
posé du triangle, et que les diamètres des sphères sont 
très-petits par rapport aux côtés du triangle. 

Soient a, /3, y les angles du triangle qui correspondent 
aux sphères A, B, C, et m, m\ m" les masses de ces- 
sphères. 

Les relations cherchées sont les suivantes : 

sinp m siny 



m' sin(a — y)' m" sin(p — a)' 

16. Une sphère en mouvement A vient heurter un^ 
sphère en repos B. Déterminer V angle que la dîrectior^ 
de la sphère A aidant le choc doit faire ax^ec la ligne de^ 
centres AB, pour que la déviation f que cette sphère 
éprouve dans le choc, soit la plus grande possible. OiM- 
connaît t élasticité commune aux deux corps ^ ainsi qu^ 
le rapport n de la masse de la sphère A à celle de liM 
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sphère B, et Ton ne compte V angle cy que jusqu'à 
90 degrés. 

L^angle chercbé est fourni par Téquation 



tangG : 






et la valeur correspondante de la déviation est donnée par 
la formule 

langy = ^ 7 

2(/i-+-i)»(/i-e)^' 
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CHAPITRE IL 

MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT MATÉRIEL. 



Considérons un point matériel qui se meut suivant 
une ligne droite, et soient 

(^ la vitesse de ce mobile ; 

X sa distance à une origine fixe prise sur la droite qu*il 
parcourt; 

/ la force accélératrice qui le sollicite et qui sera posi- 
tive si elle tend à accroître la distance x ; 

t Tépoque considérée, comptée à partir d'un instant 
déterminé. 

Toutes les circonstances du mouvement sont renfer- 
mées dans les deux équations 

dx dv 

11="' dt^-^' 

que Ton peut écrire encore 

d^x ^ dv ^ 

Ces équations ont été données pour la première fois 
par Varignon, en Tannée 1700, dans les Mémoires de 
r Académie des Sciences de Paris (p. 22) ; mais il faut 
observer qu'à cette époque New^ton (*) avait déjà publié 
depuis longtemps ses recherches géométriques sur le 
mouvement rectiligne produit par des forces variables. 

{*) Principia, lib. I, sect. yii, et lib. 11, sect. i. 
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■ La formule i^d^ zzzfdx nous montre que la dérivée du 
carré de la vitesse, -^ — ? est proportionnelle à la force ac- 
célératrice. Néanmoins, Daniel Bernoulli [*) pensait que 
^o^ ne devait pas regarder cette loi comme seule possible, 
et que la force accélératrice pourrait bien être propor- 
tionnelle à la dérivée d'une autre puissance de la vitesse. 
Euler (**) rejeta l'opinion de Bernoulli, et s'efforça de 
prouver que la loi du carré de la vitesse est nécessaire; 
enfin d' Alembert (***) fit voir que la vérité de cette loi dé- 
pend uniquement du sens que Ton attache au moi force 
accélératrice. 

Résoudre un problème quelconque du mouvement rec- 
tiligne revient à déterminer les relations qui existent 
entre les quantités x, v^ f t^ dont une seule est arbi- 
traire. Or, comme les équations générales du mouvement 
rectiligne ne nous donnent que deux relations, il faut 
que dans l'énoncé du problème soit comprise une autre 
relation de la forme 

<f(^3 t'y/y ^)==0; 

alors seulement nous aurons trois équations entre nos 
quatre variables. 

La fonction cj) pourra renfermer deux, trois ou quatre 
variables. Ces trois cas constituent trois genres de problè- 
mes; d'après la théorie des combinaisons, le premier 
genre admet six espèces, le deuxième quatre et le troisième 
une seule espèce. Parmi ces onze espèces de problèmes, 
les plus intéressantes, au point de vue physique, sont 
celle où la fonction (f contient les deux variables x et/*, 



(*) Commenlarii Petrop., 172C, p. 12G. 
(**) Mechanica, 1. 1, p. C2 et suiv. 
(***) Traité de Dynamique, 
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et celle où cette fonction contient les trois variables j:, 
f et i^, A la première répondra la première Section de 
ce Chapitre, où nous considérerons le mouvement dans 
le vide ; à la seconde répondra la seconde Section, où nous 
considérerons le mouvement dans un milieu résistant. 

SECTION I. 

MOUVEMENT DANS LE VIDE. 

1 . Une molécule est placée en un point duquel émane 
une force répulswe et proportionnelle à la /z**"** puis^ 
sance de la distance. Déterminer la vitessse dont le mo- 
bile est animé lorsqud a parcouru un espace donné 6t 
le temps qu'il a mis à parcourir cet espace. 

Soient |x la force répulsive à Tunité de distance et x la 
distance du mobile au centre des forces. 
On a 

dx ^ 

Si l'on intègre en observant que y est nul lorsque a: = o, 
il vient 

lu. 

p2-_. L_.x"+\ 

Cette équation fait connaître la vitesse du mobile lors- 
qu'il a parcouru l'espace x* 
On a d'ailleurs 

dx 



dx / 2£il 

dt y n-Jrl 

dtz=:U x 

V 2/x 



3 



dXy 
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et si Ton prend rinstant du départ pour or%ine du temps, 



I — n 



I — « y 2^ 

EuLERy Mèchanica, t. I, p. 125. 



% Un point matériel est attiré vers un centre fixe 
par une force inv^ersement proportionnelle à la /z'*"** 
puissance de la distance. Trouver quel doit être le 
nombre n pour que la vitesse que le mobile acquiert en 
menant vers le centre d^une distance infinie à là dis- 
tance a, soit égale à celle quil aurait acquise en venant 

de la distance a à la distance 7 a. 

4 

Soient f^t la vitesse acquise dans le premier mouve- 
ment, f^t la vitesse acquise dans le second mouvement, 
X la distance du mobile au centre d^ attraction et fx l'at- 
traction exercée à l'unité de la distance. 

On a 



d' 



ou 



dv jA 



•dx z=z ■ 



*'? = — 2a / —< , . „ . 

•Zoo 
I 

Puisque les vitesses f^i et f^, doivent être égales, 

i=4'»-'— I, 
3 

72 = — 
2 
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3. Un point matériel placé sur Vune des diagonales 
d^un carré ^ près du centre de cette figure , est attiré "vers 
les quatre sommets par des forces égales et fonctions 
de la distance. Déterminer la durée des petites oscilla^ 
tions que le point exécute autour de sa position d^ équi- 
libre. 

Soient 2a la longueur d^une diagonale, x la distance 
du mobile au centre du carré, r sa distance à chacune des 
extrémités de la diagonale sur laquelle il ne se meut 
point, et cf(r) Tattractioa de chacun des sommets à la 
distance r. 

On a 

_ ^ _ 2 fl, (r) - -4- (p (û — a:) - (p (û -f- x). 

Développons le second membre par la formule de Tay* 
lor suivant les puissances ascendantes de x. Comme cette 
distance x est fort petite, nous pouvons négliger ses puis- 
sances supérieures à la première., Alors l'équation se 
. réduit à celle-ci : 

ou, posant a ^^^ H- ç'(a) = K, 
d^x 

-— - = — K.r. 

dO 

dx 
Multiplions les deux membres par 2— tl intégrons \ il 

vient 

I d.r\^ 

Kj?*-4- const., 



(^)'- 
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et si nous nommons |3 la valeur initiale de a:, 



m- 



dt=— 



.K(P'-*'), 

I (Ix 

\/K )/p^ — x^' 



I ÛC 

r = -^arccos-î 

xz=pcos{ts/K). 

On voit, par cette dernière formule, que la distance x 
c^scille entre les valeurs |3 et — jS, et que la durée d'une 
c^scillation est 

4. Deux points matériels A et B s'attirent proportion- 
wiellement à leur distance; ils sont d^abord maintenus 
immobiles dans une position donnée, puis on les aban-- 
Jonne à leur attraction. Déterminer leurs positions et 
^elle de leur centre de gratuité à un instant donné. 

L'attraction de A sur B à Tunité de distance est égale 
À p' et celle de B sur A est égale à fx. 

Soient x et x*^ les distances des mobiles A et B à un 
point fixe O pris sur le prolongement de la droite BA. 

Les équations du mouvement sont ici 

fi\T , 

_ = -,'(.'_.). 

Multiplions ces équations respectivement par /l' et par fx, 
pois ajoutons les résultats^ il vient 
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Si Ton prend rorigine du temps à rinstant où lemov 
vement commence, Tintégrale est, vSans constante, 

,dx dx* 

et si l'on désigne par a, a' les valeurs initiales de a:, x 
on obtient, par une seconde intégration, 

(i) y/x -f- itx'=:it'a -f- fia\ 

Retranchons l'une de l'autre nos deux premières éqoi 

tions, et posons 

x' — x = z; 

il vient 

Intégrons en observant que ~ est nul lorsque z = a' — a 
nous obtenons 

I dz 

dt=z^ 



V^fx' -f- fX V^(«l'— a)'— 8» 

I z 

t = . arc ces -; • 

ou 

(2) x' — x=z[a! — «)cos(/ v^pt'-H fx). 

Les équations (1) et (2) nous donnent 

X =: î— 7 — ^- ^ cosfr V^fx'-f-a) , 

jr'=:^— 7 ^ h £--^7 ^COsfrVfx'-f-ix). 
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Soient m, m! les masses des deux mobiles A, B, et x la 
distance de leur centre de gravité au point O. 
Nous avons 

(^m + m') X = mx -I- m'x' 

Dans le cas où les attractions /ix et ^^! sont proportion- 
:ft)elles aux masses m' et m, cette équation devient simple- 
^nent 

^'où l'on voit que le centre de gravité du système reste 
•alors immobile pendant toute la dur^e du mouvement. 

5. Un point matériel^ soustrait à V action de la pesan- 
teur ^ est placé à V extrémité de l'axe d*un tube cylin- 
drique qui se prolonge indéfiniment-^ les parois de ce 
tube sont très-minces^ et la matière qui les compose est 
douée d'une force attractii^e inversement proportion- 
nelle au carré de la distance. Déterminer la vitesse ac^ 
quise parle point matériel lorsqu'il a parcouru un espace 
donné sur l'axe du tube. 

Soient r le rayon du tube, e Fépaisseur des parois, 
p leur densité, x la distance du mobile à l'extrémité de 
Taxe et fi Tattraction de Tunité de masse à Tunité de dis- 
tance. 

Le volume de la petite portion des parois qui est com- 
prise entre deux plans perpendiculaires à Taxe et dont 
les distances au mobile sont s et s-h ds, a pour expres- 
sion 

nnrsds; 

l'attraction que cette portion du tube exerce sur le mobile 
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suivant l'axe est 

I s 



2 irjxp rs ds - 



Par conséquent, 



d^jT ./*°° sds 
— 3=27r^prg/ j 

: = -^ — » 



Multipliant par 2 -j- et intégrant, 

p2 = 47rfipr8 log (or -f- ^'j^'^ -h r^) -h const. 

On détermine la constante par la condition que (^ soit nul 
en même temps que x, et il vient 



ç^z= /^imprs log — 



6. Une bille pesante est lancée d'aune hauteur de 
20 mètres contre un plan horizontal; elle rebondit de 
10 mètres, retombe de nonv^eau et rebondit de 4 mètres, 
Trouy^er Vélasticité de la bille et la vitesse ay^ec laquelle 
elle a été lancée. 

Soient a la vitesse imprimée au mobile, v la vitesse 
qu^il possède à la fin de sa première chute et e son élas- 
ticité. 

Nous' avons 

Au commencement du premier bond, la vitesse du mobile 
sera ev^ et puisque cette vitesse ne devient nulle qu^après 
une ascension de 10 mètres, 

c*i^= 20 g'. 
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Au commencement du deuxième bond, la vitesse sera e*(^, 
et puisqu'elle n'est détruite que par une ascension de 
4 mètres, 

Ces trois équations nous donnent 

c=i/^9 fl=:V^iog^oiià peu près 9"*, go par seconde. 

7. Un point matériel se meut en ligne droite sous 
t^éiction d^une force attractiy^e dirigée vers un centre 
jfïore et proportionnelle à la n'^""" puissance de la dis» 
^ance^ on connaît la vitesse (3 que le mobile acquiert en 
^M^rii^ant à la distance a du centre. Trouver à quelle dis» 
T^atnce du centre le mouv^emeni a commencé. 

Soient fx l'attraction à Tunilé de distance et z la dis- 
lAnce cherchée. 
On trouve 



-iH,( ,,n-f-i 



n 


2^ 










ËULER^ 


Mechan., 


t. 


I. 


P- 


109 



8. Un point matériel tombe sur un centre fixe qui 
^ ^attire en raison im^erse du cube de la distance^ on 
donnait la distance initiale a, et Von demande la durée 
^e la chute T. 

Si l'on représente par (x l'attraction à l'unité de dis- 
^^Uce, on trouve 

9. Un point matériel arrivée d^une distance infinie 
*^rs un centre fixe qui V attire en raison ins^erse du carré 
^ la distance. Déterminer la vitesse que possède le mo- 
bile à une distance donnée du centre. 

I. 2« ÉDIT. I 8 
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Soient a la distance donnée^* u la vitesse cherchée et fi 
l'attraction à l'unité de distance. 
On trouve 



■=\/ï- 



10. Un point matériel est placé en un lieu connu sur 
la droite qui joint les centres de deux forces attractis^es, 
égales et proportionnelles à la distance. Déterminer la 
position du mobile à une époque donnée^ ainsi que la 
durée des oscillations qiiil exécute autour de sa posi" 
tion d^ équilibre, 

. Soient a la distance initiale du mobile au point milieu 
de la ligne des centres^ x la distance du mobile au même 
point à l'époque donnée £, et |x l'attraction de chacun des 
centres à Tunité de distance. 
On trouve 

a:=z acos (f y'2fA), 

et la durée d'une oscillation est 



V/2p 

H . Un point matériel est placé en un lieu connu sur 
la droite qui joint les centres de deux forces attractives 
insfersement proportionnelles au carré de la distance^ 
on lance ce corps vers l'un des deux centres, il arrive 
au point oh les attractions sont égales et y reste en re- 
pos. Déterminer la vitesse avec laquelle il a été lancé. 

Soient [t, et /x' les attractions des deux centres i Funitë 
de distance, a a et 2a^ les distances initiale» du mobile k 
ces deux centres, et V la vitesse avec laquelle le mobile 
est lancé vers le second centre. 
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On trouye 



vf^VI 



V=-^ =r 



sja ■ 

12. Un point matériel qui se meut suivant une ligne 
droite est attiré par une force proportionnelle à la dis^ 
tance ^ vers un centre d^ action qui se meut suis^ant la 
niême droite ay^ec une vitesse constante^ on connaît les 
positions initiales du centre d^ action et du point maté^ 
riely ainsi que la vitesse constante du premier /3 et la 
'Vitesse initiale du second j3'. Trouver la position du 
point matériel à une époque donnée. 

Soient a et a' les distances initiales du centre d' action 
et <ïu point matériel à une origine fixe prise sur le pro- 
longement de la droite qui va du premier point au second, 
X la distance du point matériel à cette origine à l'époque t 
et fx l'attraction à l'unité de dislance. 

On trouve 



al g 

x=za + p^H- ^^ sm{t\f^)-\'(a' — a)co%[tsf^). 
RiGGATi, Bonon, Institut. <, t. VI, p. i38j 1873. 



^3. Les données restent les mêmes que dans le pro- 
^^^me précédent, à l'exception de la force qui est ré- 
P^M,isi{^e, Trouver la position du point matériel à une 
éf>€>que donnée. 

On trouve 

RiGGATIy W., t. VI, p. l5l. 
18. 



2j6 MÉGAMQUE RATIONISELLE. 

14. On suppose que dans le problème 12 Za vitesse 
du centre d^ action soit uniformément accélérée^ au lieu 
d^ être constante. Trouv^er la position du point matériel 
à une époque donnée. 

Si Ton nomme |3 la vitesse initiale du centre d'action 
et/ l'accroissement de celte vitesse pendant Tunité de 
temps, on trouve 

a; r= « — - -h 6/ -h -//» -h ËJZ-E sin(r yV) 

-f- U' — ^ -+- - j CCS [t V^). 

RiCCATI, Ib.y p. i68. 

15. Les données restent les mêmes que dans le pro- 
blème précédent^ à V exception de la force qui est ré- 
pulsii^e. Déterminer la position du point matériel û une 
époque donnée. 

On trouve 

-[«'?(«-«'-^)-(f-n]^- 

RiccATi, Ib.fp. 182. 

16. Un point matériel est abandonné en un lieu 
connu à V attraction d'une plaque mince et indéfinie en 
tous sens y dont chaque point V attire en raison inverse 
du carré de la distance. Déterminer le temps nécessaire 
au mobile pour arrii^er sur la plaque. 

Soient e Tépaisseur de la plaque, p sa densité, a la dis- 
tance initiale du mobile à la plaque, et /x l'attraction de 
Puni lé de masse de la plaque à Tunité de distance. 
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Le temps cherche est 



V/: 



17. Un point matétiel est placé dans le plan d'un 
anneau mince et tout près du centre^ la densité de Van-- 
neau et sa section normale sont partout les mêmes, la 
matière dont il se compose est douée d'un pouvoir re- 
pulsif ins^ersement proportionnel au carré de la dis- 
tance. Déterminer la position du point matériel à une 
époque donnée, et trou^^er la durée des petites oscilla^ 
fions qu'il exécute autour de sa position d'équilibre. 

Soient a le rayon de Tanneau, h l'aire de sa section 
normale, p sa densité, / la distance initiale du point ma- 
tériel au centre, x la distance des deux mêmes points à 
i'époque f, et fx la répulsion de l'unité de masse de l'an- 
neau à Tunité de distance. 

On trouve 

j: 1= / cos ( ~ yÇTp^Â j 5 
^^ la durée d'une oscillation est 



«\/^- 



i8. Un point matériel est abandonné à V attraction 
^^un disque mince et homogène, dont toutes les molé^ 
^^ules sont douées d'un pouvoir attractif inversement 
proportionnel au carré de la distance ^ la position ini- 
tiale du point matériel est connue, et se trouve sur la per- 
pendiculaire au plan du disque qui passe par le centre 

cfe ce corps. Déterminer la vitesse acquise par le mobile 

lorsquil arrive à la surface du disque. 

Soient p la densité du disque, e son épaisseur, a son 
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rayon, b sa distance initiale au point matériel, et fx Fat- 
traction de Tunité de masse du disque à l'unité de dis- 
tance. 

La vitesse cherchée V est donnée par la formule 



19. Une bille dont on connaît V élasticité tpmbe 
d*une hauteur donnée sur un plan horizontal. Trouver 
tout V espace que la bille doit parcourir avant d^ arriver 
au repos. 

Soient e Félasticité de la bille et a sa hauteur initiale 
au-dessus du plan. 

L'espace cherché est égal à ; a. 

20. Deux billes parfaitement élastiques sont places 
à des hauteurs différentes sur une même verticale; au, 
même instant on les abandonne à leurs poids, elles 
tombent sur un plan incliné de 45 degrés à Vhorizon^ 
et continuent aussitôt leur route sur un plan horizontal 
parfaitement poli qui fait suite au plan incliné. Déter — 
miner la distance que les deux billes doivent parcouriw^ 
sur le plan horizontal avant de se rencontrer. 

Si Ton nomme a et a^ les distances initiales des déu:^^ 
billes au-dessus du plan horizontal, la distance cherché^ 
sera 



21. Deux points pesants sont situés à. des hauteuw^^ 
différentes sur la même verticale^ au même instant o 
abandonne le point supérieur à son poids^ et on lAno^ 
le point inférieur de bas en haut avec une vitesse dofM-^'^ 
née p. Déterminer V époque et le lieu de la rencontre d^^ 
deux points. 
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Soient a la distance initiale des deux mobiles, x la dis- 
tance de leur point de rencontre à la position initiale du 
mobile supérieur et t Tépoque de la rencontre, comptée à 
partir de l'instant où le mouvement commence. 

On trouve 

KuRDWANOwsKi, Mém, de l'Acad, des Sciences 
de BeHiriy 1755, p. 394. 

22. Un mobile part du point A, sans vitesse initiale, 
sollicité par une force accélératrice constante a dans la 
direction X. Au même instant un second mohûe part 
du point B, sans vitesse initiale, sous l'action de la 
force b qui agit dans la direction Y. On demande de 
déterminer l'instant où la distance des deux mobiles est 
un minimum^ et la grandeur de cette plus petite dis- 
tance. 

Les droites ILetY ne sont pas nécessairement dans 
Min même plan. 

Soient A' le pied de la perpendiculaire abaissée du 
jM)intB sur la droite X^ B' le pied de la perpendiculaire 
abaissée de A sur Y 5 F la force résultante des forces a 
et b transportées parallèlement à elles-mêmes en un même 
point. 

La distance des deux mobiles est un minimum après 
un temps égal à la racine carrée de 

oÂÂJ-hb'BB' 

1 • 



cette plus petite distance est la racine carrée de 

— » (a/ÛJ-hbBWy 
AB 



F2 
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Soient II' la perpendiculaire commune aux deux 
droites X et Y, et 6 Tangle compris entre deux parallèles 
à ces droites. 

Le carré de la plus petite distance des mobiles pourra 
s'exprimer ainsi 

"'+^ pH 

23. Si l'on se pose le même problème pour deux mo- 
biles animés de vitesses constantes a^ b^ on trouve, en 
nommant F la résultante de deux vitesses parallèles à a 
et è, que la distance des mobiles est un minimum à Té- 
poque 

ft'ÂX' -+- bBW 



t=: 



2F 



et que CQtte plus courte dis lance a la même expressioiL 
que dans le problème précédent. 

Dans le cas où les deux mobiles parcourent des droites^ 
situées dans le même plan, comme feraient deux vais — 
seaux^ la plus courte dis lance est 



SECTION II. 

MOUVEMENT DANS UN MILIEU RÉSISTANT. 

Lorsqu'un point matériel traverse un milieu résistant^ 
la force retardatrice est une fonction de la vitesse du mo- 
bile et de la densité du milieu. La nature de cette fonctioc» 
ne peut être déterminée que par l'expérience. Dans le^ 
recherches mathématiques, pour simplifier les calculs e^ 
à titre d'approximation probable, on prend une fonctioï^ 
de la forme kpQ,, on p représente la densité du milieu 9 



DYNAMIQUE. a8 1 

Q, une certaine fonction de la vitesse du point, et k un 
coefficient x^nstant qui dépend, pour chaque milieu, de 
radhérence et du frottement des molécules. 

Newton et Wallîs nous ont donné les premiers travaux 
ma thématiques sur le mouvement des corps dans les mi- 
lieux résistants. Les profondes recherches de Newton 
> furent publiées en l'année 16*87 ^^"* ^® second livre des 
Principes, La même année, Wallîs, qui de son côté était 
arrivé à des résultats précieux sur cette matière, commu- 
niqua ses réflexions à la Société Royale de Londres, et les 
fit insérer dans les Transactions philosophiques. Deux 
ans plus tard, parut dans les :/4cta eruditorimi un Mé- 
moire de Leibnitz, où cet illustre géomètre développe ses 
opinions sur la résistance des milieux, et déclare les avoir 
présentées à l'Académie royale des Sciences l'année même 
des découvertes de Newton. Huyghens aussi s'est occupé 
de cette question à la fin de son Discours sur la cause de 
la pesanteur (1690). Tous ces travaux et d'autres encore 
ont été soumis à l'analyse et discutés avec soin par Vari- 
gnon, dans une série de Mémoires qui font partie des 
Mémoires de V Académie des Sciences de Paris pour les 
années 1707, 1708, 1709, 17 10 et 171 1. On trouve encore 
dans le même recueil pour l'année 1731 un beau travail 
de Bouguer sur le mouvement d'un point matériel dans 
un milieu qui est lui-même en mouvement. 

De toutes ces recherches il résulte que dans le cas des 
petites vitesses la résistance leur est sensiblement pro- 
portionnelle, et que pour les grandes vitesses elle croît 
plus rapidement que leur carré. 

1. Un corps est attiré en raison ins^erse du cube de 
la distance^ "vers un centre fixe entouré lui-même d^ une 
(atmosphère dont la densité est im^ersement proportion- 
nelle au cube de la dis lance à ce centre, et dont la ré-. 
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sistance varie comme le carré de la vitesse. Déterminer 
la vitesse du corps à une distance quelconque du centre. 

Soient a la distance du mobile au centre à l'instant où 
le mouvement commence, x cette distance à Pëpoque t, 
h la résistance du milieu pour l'unité de vitesse à l'unité 
de distance, et jx l'attraction à l'unité de distance. 

On a 



ou 



dx d^x 7.^ dx 2 X- dx* 



dt^J'^^dt V-r^/ * df dt \x^y 



d^/dx^\ 



Si Ton pose 
il vient 



I 



dç^ -h k9^dz=i ^dZf 

équation qui a pour intégrale 

• _£ 

k k 

On détermine la constante C par la condition que v soit 
nul lorsque x^=^a\ alors on trouve 



.[.-.-(i-^)]. 



â. Une bille pesante ^ parfaitement élastique, tombe 
d^une hauteur connue sur un plan horizontal, et rebon^ 
dit plusieurs fois de suite dans un milieu homogène^ 
dont la résistance est proportionnelle au carré de la 
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vitesse. Déterminer la hauteur à laquelle la bille s'élè^ 
vera après un nombre donné de réflexions. 

On prendra en considération le poids du milieu déplacé 
par la bille. 

Soient a^ la hauteur initiale d'où tombe la bille, et 
généralement a„+i la hauteur à laquelle elle s'élève après 
n réflexions. Nommons B le volume de la bille, p la den- 
sité de ce corps, p' celle du milieu et k la résistance du 
milieu pour une vitesse égale à l'unité. 

Le poids d'un corps dans un milieu pesant est égal au 
poids de ce corps dans le vide moins le poids du milieu 
déplacé; par conséquent, si nous considérons la bille 
dans sa descente, et que nous prenions le point le plus 
élevé d'où elle descend pour origine delà distance x, nous 
aurons 

dx Bp ' 

OU, posant g\^ — -^=§'^ 

Intégrons, en observant que i^ et a: sont nuls à Finstant 
où la chute commence; il vient 

I , s' 



7.k "^g'—lii^ 

Ainsi la vitesse Vn du mobile à l'instant de son n'^"^ choc 
'Vérifie Péquation 

Considérons actuellement l'ascension qui suit ce n'^""" 
choc, et désignons par x la hauteur du mobile au-dessus 
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du plan. Nous avons 

dx ^ 

OU 

vdv 

1 7— =^ — «-^j 

g' -f- Xp^ 

équation qui a pour intégrale 

Si Ton considère en particulier l'instant où Tascension 
commence, on aura 



j'-K'^r-) 



(2) 



1 

A- 



iï.«2_. ,,îA77„^.,__ 



„f n ' 



Posons, pour abréger, 






Alors les équations (i) et (2) nous donnent 



I I 



d'où l'on voit que est le n**"*' terme d'une progres- 

sion arithmétique dont le premier terme est — et dont la 

raison est l'unité. 
Il s'ensuit 

Ua^X=^ ; 5 

««1 -h I 
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et si Ton remplace Ui, Un+i par leurs valeurs, 



^2A^«+._j_ « -I 



«^^A«, _ ^ ^ , 



TelJe est la hauteur du n'*"'* bond. 

Quand on suppose que la bille arrive d'une distance 
infinie, a^ est infini, et la valeur précédente se réduit à 

celle-ci 

I , // 4- I 
ik n 

EuLKR, Mechan.y 1. 1, p. 192. 

3. Un centre d^ attraction est entouré (Vun milieu 
dont la densité varie ai^ec la distance suii^ant une loi 
<yonnue, et dont la résistance est proportionnelle au 
4:^rré de la vitesse. Déterminer quelle doit être P attrac- 
tion de ce centre pour quun point matériel abandonné 
^son action emploie toujours le même temps pourVat^ 
Peindre, quel que soit le point de départ. 

Soient a la distance du centre au point matériel à l'in- 
stant où le mouvement commence, x cette distance à 
l'époque f, F la force d'attraction et p la densité du mi- 
lieu, laquelle est une fonction de x. 

L'équation du mouvement est ici 

^U, multipliant par 2©""'^"^^*^% 
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On détermine la constante par la condition que i^ 8oit 
nul lorsque x = a-^ alors, si Ton pose, pour abréger, 

t/O Jo 

il vient 





M.* . — 

Va— X 


Posons encore 




(') 


dx 


nous aurons 






dJi 



Pv/a — X. 

et la durée de la chute du corps sera donnée par la formule 

dJi 



-i: 



pv/a~x 

Puisque le second membre doit être indépendant de la, 
distance initiale, ou, ce qui est la même chose, indépen- 
dant de A, il faut que la quantité comprise sous le sîgne^ 
soit du degré o en A, X et ^X. Pour qu'il en soit ainsi, 

P doit être une fonction homogène et du degré - par rap — 

port à X et A 5 mais, d'après Téquation (i), P est indé- 
pendant de A, donc la seule valeur qui puisse convenir à. 
cette quantité est 

(3 désignant une constante. 
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Ceci posé, réquation (i) nous donne 

et comme X et a: sont nuls en même temps, 

2pV^=: r e-fp^dx. 

Elevons au carré, puis remplaçons X par sa valeur; 
nous trouvons 

8p' r e-^fp^fdx— f'e-fp^dx] • 
De la différentielle de cette équation, 

Sp'e-^fp^Fdx^ztie-fp^ f eSp^'âx, 
on tire la valeur chercliée, 

Lorsque |0 = o, ce qui est le cas du vide parfait, 

X 

Lorsque p est une constante, ce qui est le cas d'un milieu 
homogène, 

EuLER, Mechan.y 1. 1, p. 220. 

4. Un centre de forces C est animé d*un moui^ement 
uniforme siwant la direction OPCA; il repousse en 
raison directe de la distance un point matériel P qui se 
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meut suivant la même droite^ dans un milieu homogène 
et dont la résistance est proportionnelle à la vitesse. 
Déterminer la position du point matériel à une époque 
donnée. 

Soient a et a' les distances initiales du centre C et du 
point P à l'origine fixe O, (3 et |3' les vitesses initiales de 
ces mêmes points, (i la force répulsive à l'unité de dis- 
tance, k la résistance du* milieu pour Tunité de vitesse et 
X la distance qui sépare le point P de Torigine O à l'é- 
poque t. 

Si nous convenons de considérer comme positives les 
vitesses et les distances comptées dans la direction OPCA, 
et comme négatives les vitesses et les distances comptées 
dans la direction contraire, le mouvement sera toujours 
représenté par l'équation 

qui, si l'on pose 

x — a—i- pr=Ç, 



peut s'écrire, 



di^ dt ^ 



Nous intégrerons cette équation par la méthode commune 
des équations linéaires. 

Substituons la valeur (^= Ae^*, dans laquelle A et |5 
désignent des constantes qu'il s'agit de déterminer. Il 
vient 

équation qui a pour racines . 



^ 2 2 
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par conséquent, Fintëgrale générale sera 
c'est-à-dire 

Lorsque t est nul, on doit avoir 

de là il suit que les constantes G- et G" jsont déterminées 
par les deux équations 

a' = a -f- ê^ + C -h C", p' = p -+- p' C -h p" C". 

On trouvera ce problème et plusieurs autres du même 
genre dans les Mémoires du jésuite Y. Riccati, De motu 
rectilineo corporis attracti aiit repulsi à centra mobili^ 
Disquùitio quarta. Comment. Bonon., t. VI, p. ai 2; 
1783. 

8. Un point matériel reçoit une vitesse donnée (3 dans 
un milieu homogène, dont la résistance est proportion- 
nelle à la racine carrée de la vitesse. Déterminer l 'e- 
pogue à laquelle le point s'arrêtera. 

Si Ton nomme k la résistance du milieu pour Punité de 
vitesse et T l'époque cherchée, comptée à partir de l'in- 
stam où le mouvement commence, on trouve 

6. Un point pesant est placé dans un milieu homo- 
gène dont la résistance est proportionnelle au carré de 
io, vitesse. Soient t le temps nécessaire à ce point pour 
(acquérir en tombant une vitesse i^, et x le temps qui lui 
serait nécessaire pour perdre cette même vitesse si on le 

I, a* ÉDIT. '9 
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lançait verticalement de bas en haut» Déterminer la re- 
lation qui existe entre les deux (quantités t et r. 

Si Ton représente par k la résistance du miliûa/ poitr 
l^unité de vitesse, on trouve la relation 

2^V^ = logtangf^-f-Tv/i^jv 

7. Un point matériel ^ lancé avec une vitesse de 
3 00 mètres par seconde y dans un milieu dont la résis- 
tance est constante y a perdu la moitié de, sa vitesse en 
parcourant une longueur d*un décimètre. Déterminer le 
temps employé à parcourir cet espace. 

Le temps cherché est égal à — -- de seconde. 

8. Un point matériel, parti du repos, est attiré vers 
un centre fixe par une force d^ intensité constante; le 
mous^ement s^ exécute dans un milieu dont la résistance 
est proportionnelle au carré de la vitesse et à Vinv^erse 
de la distance au centre. Déterminer la vitesse du mo- 
bile à une distance quelconque du centre, et troui^er /a 
distance pour laquelle cette vitesse est un maximum. 

Soit/* la force d'attraction, k la résistance du milieu 
pour Tunité de vitesse et Tunité de distance au centre^ f/la 
vitesse, x la distance du mobile au centre et a la valeur 
initiale de cette distance. 

On trouve généralement 

I — 2 A- ^ '' 



et la distance qui correspond au maximum de la vitesse 

est 

I 
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9. Deux points pesants sont placés sur la même ver- 
ticale dans un milieu homogène dont la résistance est 
proportionnelle à la vitesse^ au même instant, on laisse 
tomber le corps supérieur^ et on lance le corps inférieur 
de bas en haut suivant la verticale av^ec une vitesse don^ 
née. Déterminer le temps qui s^écoulera ayant que les 
deux corps se rencontrent. 

Soient a la distance initiale des deux mobiles, j3 la vi- 
tesse imprimée au mobile inférieur, k la résistance du 
milieu pour l'unité de vitesse et T le temps cherché. 

On trouve 



Ittt Un point pesant, d'élasticité cofinue^ ^^ ton^be 
Sf^,^Utn plan horizontal, dans un milieu homogène dont 
ia. résistance est proportionnelle au carré de la vitesse y 
la vifpsse initiale est nulle, et la hauteur du ppifil^ de dé-^ 
pprf au-dessus du plan est connue. Déterminer la Ion" 
gueur de tout le chemin quil doit parcourir avant d_ 'ar^ 
river au repos . 

Si l'on nomme Aria résistance du milieu pour l'unité de 
T^lçs^e, Of la hauteui: initiale et s la longueur cherchée, 
ou ti;ouye 

BpaDom, Memorie délia Società Italiana, 181Ç, p. 163. 
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CHAPITRE m. 

MOUVEMENT QUELCONQUE DUN POINT MATÉRIEL UBRE. 



SECTION I. 

FORCES SITUÉES DANS UN MEME PLAN ET DIRIGÉES d'uHX 
MANIERE QUELCONQUE. 

Considérons un point matériel qui décrit une courbe 
plane sous l'action de forces dirigées comme Ton voudra 
dans le même plan. Si nous nommons x^ y les coordon-- 
nées de ce point, X la somme des composantes des forces 
accélératrices suivant Taxe des j:, Y la somme des compo-^ 
santés suivant Taxe desy et t Tépoque considérée, toutes 
les circonstances du mouvement seront contenues dan^ 
les équations 

Cette méthode, qui consiste à décomposer les forces accé^ 
lératrices suivant des axes fixes, et ramène ainsi Tétudé^ 
du mouvement aux formules du mouvement rectiligne, a. 
été donnée pour la première fois par Maclaurin en iy4^r 
dans son Traité des Fluxions (vol. I, art. 465 et suiv.)» 
Avant cette époque, toutes les questions étaient résolue»^ 
par la méthode des composantes tangentielles et normales 
qui, en général, ne se prête pas aussi bien aux transfor— ' 
mations de l'analyse, quoiqu'elle dérive plus immédiate-^ 
ment de la nature même du mouvement curviligne. C'csC^ 
la marche qu'Euler a suivie dans sa Mécanique, publiée' 
en 1^36. 
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La méthode des composantes tangentîelles et normales 
est fondée sur deux formules utiles à connaître. 

Soient : 

y la vitesse du mobile en un point de sa trajectoire; 

s l'arc de la courbe qui se termine au même point ; 

p le rayon de courbure 5 

T la somme des forces qui jsoUicitent le mobile, esti- 
mées suivant la direction de son mouvement*, 

N la somme des mêmes forces estimées suivant la nor- 
male qui se dirige du côté de la concavité de la courbe. 

Le mouvement est représenté par les équations 

çdQ ^ ^ „ 
as p 

Si l'on remplace dans ces formules -j^ et p par leurs 

valeurs bien connues en x^y^t et leurs dérivées, on ob- 
tient deux équations différentielles du second ordre qui 
ipnt équivalentes aux équations (A). 

!• Un ppint matériel et pesant décrit la trajectoire 
•ÀBCD; on connaît sa vitesse au point B, estimée 5ui- 
^€int une perpendiculaire à la corde BC, et Von demande 
«^<ft vitesse au point C, estimée suivant la même direc* 

Prenons la corde BC pour axe dey a:, et la perpendicu- 
l^ire qui est dirigée de bas en haut pour axe des y. Soient 
^ l'inclinaison de la corde sur Thorizon, u la composante 
Connue de la vitesse au point B, et i/i la composante 
^lierchée de la vitesse au point G. 

On a 

— = -,^cos«. 
Si l'on prend l'instant du passage au point B pour ori- 
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gîtie dii temps, et que l'on întégre' deux fois, il vient 
dy 

— =U—gCOS0L.t, 

1 

Ces deux équations générales, appliquées au point G' 
la trajectoire, nous donnent 

«1 = u — ^cosa.>, 



I ' 
o = u g cosa.tj 



et Ton en lire 



Ainsi, quand un projectile lancé dans le vide cou 
une droite donnée en deux points^ il la traverse av 
des vitesses dont les composantes perpendiculaires à 
droite Sont égales et de sens contraires, 

2. Un point matériel décrit une parabole autour d\ 
centre de forces situé à V intersection de la directrice 
de Vaxe, Trousser la force qui sollicite le mobile en \ 
point quelconque de sa trajectoire. 

Prenons le centre des forces pour origine des coordc 
nées, Taxe de la parabole pour axe des ar, et la directri 
pour axe des j'. 

Soient p le paramètre, r la distance du mobile à l'o: 
gine, et F la force que nous supposerons répulsive. 

Le mouvement est représenté par les équations 





d^x Fx d'r Fr 
dt^ " r' dt^'^ r^ 


d'où Ton tire 






d^x d^x^. 
^ dt^ "rfr-=°^ 


(0 


dx dy ^ 
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La constante G représente le double de Taire décrite par 
le rayon vecteur dans l'unité de temps. 
D'un autre côté, Téquation de la parabole 



y 



=-('-?) 



nous donne 

dr dx 
(^) ^di=P-dt' 

d^x û[r'_ £^ 
^'dF'^dF~~^~dF^ 

et si l'on remplace les dérivées secondes par leurs valeurs, 
i / r de* '^ r 

Éliminons — et -j^ entre les équations (i), (»)/et (3). 
n vient 

ou, d'après l'équation de la parabole, 
F = • 

3. Un point matériel se meut sous r action de deux 
centres fixes qui V attirent en raison inverse de la dis^ 
tance avec des intensités égales pour des distances 
égales. On suppose que la vitesse du mobile est conr 
stante. Quelle peut être dans cette hypothèse sa trajec- 
t&ireP 

Prenons pour'axe des x la droite qui jbiiit )és^ëîix cen- 
tres, et pour origine le poitît'iïnliëù de 'éëtte*ttr6îte. 

'Soient 2'a ladistatféè'cîes'diBtix^centrès, r^ét r' les dis- 
tantes du mobile 'à 'cféis tleiix '^ôitïts, 'et '^ l'attraction a 
IHiiiitétle'distaii(!e. 
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Les équations du mouvement sont ici 



d'à: 
dO 


= - 


r 


a — X 

r 




a -h X 

r' ' 




di* 


= ■ 


r r 


r' 


r 



De plus, on a constamment 

dx' dr' 

-r- -f -— = const.y 

de' de' 

ou, ce qui revient au même, 

dxd'x dyd'y 

dë'dF ^'di'dF'^^' 

Si dans cette relation on remplace les dérivées se- 
condes par leurs valeurs tirées dès équations du mouve- 
ment, on obtient l'équation différentielle de la trajec- 
toire, 

dx ( a-hx a — x \ ^ dy [ X ^ y\ 

Vt \7^ "~^^/ de \r'^V') -''' 
(x ••\- a) dx ••\- ydf [x — a)dx'\-ydx 

L'intégrale est 

log[(a: -h ay-^-y'] -f- log[(^ — af -4- y'] = const. = logC*, 
[(x-^ay '^y'][{x -ay-i-y']=: O. 

Cette équation exprime que le produit des disunces 
du mobile aux deux centres d'attraction est constant. Par 
conséquent, si le mouvement uniforme est possible, la 
trajectoire sera une lemniscate. 

Quand on fait C = a, Féquation précédente représente 
une lemniscate de Jacques BemouUi. On peut vérifier 
que le mobile décrira réellement cette courbe d'un mou- 
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yement uniforme sous Taction des deux centres, s'il est 
lancé suivant la tangente avec une vitesse égale à 2 i/^» 

4. Un point matériel est attiré par un centre qui se 
meut en ligne droite avec une vitesse uniforme^ et dont 
le pouvoir attractif est proportionnel à la distance; la 
^vitesse initiale du point matériel est dirigée dans un 
même plan avec la droite que parcourt le centre d^attrac^ 
tion. Déterminer la position du point matériel à une 
époque quelconque. 

Prenons pour origine la position initiale du centre 
d'attraction. 

Soient a et j3 les projections de la vitesse du centre sur 
les axes des js et des y^ aelb les coordonnées initiales du 
point matériel^ p sa vitesse initiale suivant Taxe des jr, 
(ÇTsa vitesse initiale suivant Taxe des^, et /x Tattraction à 
l'unité de distance. 

A Tépoque t les coordonnées du centre d'attraction se- 
ront a ^ et |3f ; par conséquent, si Ton représente par x 
tly les coordonnées du point matériel à la même époque, 
on aura 

d'x . • 

La première équation peut s'écrire . 

Sous cette forme on voit tout de suite que l'intégrale est 

jf = A cos (^ V^) -h B sin (f ^) -f- a^ 
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On détermine les constantes A et B par la condition que 
pour £ ;= o on ait 

dx 



xzzza et — - = »; 
dt ^^ 



il vient 



A = a et B = ^ , 
d*oà 

x = acos(^V'p) -• — ^sîn(/v^)-f-a>. 

On trouvera de la même manière 

^= ^cos(^Vp) + ^^-^ sîn (^VÎ*) -f. p^ 

5. £/*/! /?omt matériel décrit une parabole sous Inaction 
de deux forces : l'une, parallèle à fore, est inconnue^ 
l'autre, dirigée suivant la perpendiculaire abaissée sûr 
l'axej est proportionnelle à la longueur de cette per^ 
pendiculàire. On donne la vitesse du mobile au sommet 
de la parabole, et Von demande de déterminer la force 
inconnue, ainsi que la position du mobile à une époque 
quelconque. 

Soient P la vitesse du mobile au sommet de la courbe, 
(x la force perpendiculaire à Taxe pour l'unité de dis- 
tance, X la force cherchée, et jr* = iipx l'équation de la 
paral)ole. 

Les équations du mouvement sont 

d'x_ 
'dF'^^' 



d^Y 

Si Ton multiplie cette dernière équation par 2 ^ et que 
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Ton îûiègré, îl vîeDt 

D'un autre côté, Téquation de la parabole nous donnô 
dy dx 

dy? d^Y d^x 

dt^ ^ dO ^ dt' 

et si Ton remplace les dérivées secondes par leurs valeurs, 

Cette équation, jointe à l'équation (A), nbtis fait con- 
naître la valeur de la force X, 

P F 

Résolvons la seconde partie du problème. 
L'équation (A) peut s'écrire 



Prenons pour origine du temps l'instant où le mobile 
passe au'sommel de la courbe, et intégrons; il vient 

I . y\fû. 

r=-fsin(fv'p), 
Vf» 
et, par conséquent, 
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Ces valeurs nous montrent que le mobile oscille de 
part et d'autre du sommet sur Tare dont les extrémités 

^ ft2 

répondent à Tabscisse -J— » la durée d'une oscillation 
étant •^• 

6. Une petite bille d^une élasticité connue est lancée 
au-dessus d'un plan horizontal, dans une direction 
connue et avec une vitesse donnée. Déterminer les points 
oit la bille viendra frapper le plan après ses bonds suC'* 
cessifs, la vitesse et la direction de la bille à l'instant de 
ces chocs et les époques auxquelles ils auront lieu. On 
supposera que la bille est lancée d^un point pris sur le 
plan horizontal. 

Soient : 

e Téiasticité de la bille \ 

Uo la vitesse initiale \ 

Un la vitesse qui anime le mobile immédiatement avant 
le n*^"** choc 5 

«0 l'angle que la direction de la vitesse initiale fait avec 
l'horizon 5 

a„ Tangle sous lequel la bille vient frapper le plan ho- 
rizontal au n'*"** choc; 

tn le temps qui s'écoule entre l'instant du départ et le 

/„ la distance qui sépare la position initiale et le point 
où le /!**'"* choc a lieu. 

La théorie du choc des corps nous donne 

Un cos a« = M„«, cosa«_i , 
tt„ sin a„ = <?a;^t sin a„J^, . 

Si Ton applique ces équations aux chocs successif, on 
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tire de la première 

(1) ii»cosa„ = ttiCOSai = £f«cosao, 
et de la seconde 

(2) Un sin a„ = e^^ w, sin a, = ^"•' u^ sin a, ; 

par conséquent, 

tanga» = <?«--» tangao, 

Un = «0 ces «0 [ H- tf^ ("~'> tang* ««l^ 

Ces dernières formules nous donnent la direction et la 
vitesse de la bille à l'instant du /i'^*"' choc \ elles nous per- 
mettent de déterminer toutes les circonstances du mou- 
vement sur chacun des arcs paraboliques. 

D'après les propriétés bien connues du mouvement des 
projectiles dans le vide, nous avons 

2 

In — In^i = Un COS a„ (r„ — r«__,). 

La première de ces équations peut s'écrire, en vertu des 
relations (2), 

(3) /„ — r„_, z=: - «osinao^-* ; 
on en conclut 

2 //o sin «0 I — ^ 

tn = • 

g I — <? 

Telle est l'époque du n'^"" choc. 

La secondé des équations considérées, eu égard aux 
relations (2) et (3), peut se mettre sous la forme 

... 2 - . , i^^sin2ao 

/„ '^- ./„_, =1 - w: cosa» sin a» e"-' z= -^ e^- * ; 

g g 
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on en tire 

«!sin2ao , „ . 

o ' 

u\ÛXi1tL^ I C" 

«n = • 

S I — <? 

C'est la distance du point de départ au point élu ti'*'"' çhpç, 
' BoRDONi, Memorie délia Società Italiana^ t. XVII, 
part. I, p. igi ; 1816. 

7. Un point matériel est attiré vers deux, axes rec- 
tangulaires 0X5 OY par des forces inversement propoT-^ 
tionnelles aux cubes de ses distances à ces axes. Déter~ 
miner sa trajectoire. 

Nous supposerons que le mobile est primitivement 
placé daDS le plan des deux droites OX, OY sans vinsse 
initiale, et nous prendrons ces droites pour axes coor- 
donnés. 

Soient a, b les coordonnées initiales du mobile, et 
m*, 71* les attractions des axes OX, OY à Tunité de dis- 
tance. 

Les équations du mouvement sont 

d^.T m* d^Y n^ 

elles ont pour intégrales premières 

dx^ m^ djr^ n* 

A et B représentant deux constantes arbitraires. 

Si l'on détermine ces constantes par les données ini- 
tiales, il vient 

dx^ / I I \ df' / I I \ 



DYNAMIQUE. 3o3 

OU 

xdx 



Intégrons une seconde fois, et nommons Â'j 6' des con- 
stantes arbitraires ; nous obtenons 

(2) qpv^?rrP:,=:^\ + A', zpslb'-y' = jt'\-V' 
Or, lorsque t = o, on a 

par conséquent, les constantes sont nulles, et les inté- 
grales peuvent s'écrire 

Ces expressions de a: et de j- deviennent imaginaires 

lorsque t atteint les valeurs — ,» — i elles ne peuvent donc 

convenir après les époques marquées par ces valeurs. 
Occupons-nous d'abord de la variable x. Pour avoir son 

expression après l'époque f = — » il nous faut revenir 

à l'équation primitive (i), et l'intégrer en déterminant 
les constantes par les circonstances qui se présentent 

à l'époque f == —• 

Puisque le temps n'entre pas dans la valeur de — que • 

l'on obtient par une première intégration, on arrivera 
encore à l'équation (2)^ 



zp v«* — X* = — / -h A'. 
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Si 1 on y pose f = — et x = o, ce qui est la valeur de x 
correspondante a cette époque, on trouve 

et comme t doit augmenter lorsque la valeur numérique 
du radical diminue, il faut prendre A^= — 2â ^ en sorte 
que rpP^i^.-- ^.»,,. f. ( ,tt .' 14 •♦•♦'• » »»'rjîf^' .«/• ! r*- 

qp <? ^û' — x* = m^t — 2û^ tfr«îi7 il 

Le radical a le signe infériei^i: lorsqu^ le wo^ile a'àppi^pckç 
de Taxe des jr-y il a le signe supérieur lorsqu'il s'en écarte. 
Élevant au <èar|^; il 'Vient • • •* -mm. ,.-|, .•<,iîf(.p, str' 
.• » f '. , » . '. ■■ ♦ f ' r • •»< i> '^ » ^ • 'i^*' » '» *♦' 






Cette valeur de a: devient imaginaire lorsque t atteint la 

, 3«» 
valeur — r-* *' 

On verrai de^ même qu'à partir de cette* é{>oq«e jusq^^à 

l'époque t= — p> laformulequi représente le mouvement 

est 

et ainsi de suite. 

Il résulte de cette discussion que la pi'ojéctiosCdii mo- 
bile sur l'axe àei x exécute de part et d'autre de l'origine 

des oscillations dont la durée commune est —-9 et l'am- 

plitude 2â. Généralementla valeur de j^ en fonction dei^ 
pouiî la p'^^^oscillfttion est donnée parla formule ' / • 

flî (a» __ ;r') = [wV — 2 (/? — i) fl»]^ ' 
pu trouvera de la même manière que la projection du 
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mobile sur Taxe des^ exécute de part et d'autre de l'ori* 

gine des oscillations dont la durée commune est — - 9 et 

Tamplitude a^. La valeur de j^ en fonction de t pour la 
gième oscillation est donnée par la formule 

Si Ton élimine t entre ces deux dernières équations, 
il vient 

aii^l^a^ — js^ + a(/? — i) a] — bm^ [slb^—f -H ^{q — i) ^] . 

Cette équation représente la courbe sur laquelle se meut 
le mobile à ré|)oque f , pourvu qu'on y remplace p par le 
nombre entier immédiatement supérieur à 



et ^ par le nombre entier immédiatement supérieur à 



' "^ ;j2 ^ n^t^ b^ 



On pourra construire les courbes qui correspondent 
aux diverses valeurs simultanées de^ etde^; les inter- 
sections de ces courbes détermineront la partie de chacune 
d'elles qui est parcourue par le mobile. 

On voit par ce problème que, dans certaines questions 
de dynamique qui admettent toujours une solution réelle, 
les intégrales des équations du mouvement peuvent néan- 
moins présenter des quantités imaginaires qui s'intro- 
duisent lorsque le temps dépasse une certaine valeur. Cela 

!• 20 ÉDIT. 20 
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montre que le mouvement ne peut être repriésenté à toute' 
époque par les mêmes formules. Alors, pour obtenir le^ 
formules réelles qu il faut substituer aux premières, 
lorsque celles-ci desdènnent imaginaires ^ il suffit 'étinié' 
grer de nouveau tes équations primitives en déterminant 
les constantes par les circonstances qui ont lieu à Vin^ 
stantoà les premières formulées cessent dëtre réelles} 

8. Un projectile est lancé sous une inclinaison cp|^f\ 
nue a, avec une vitesse telle, que sa trajectoire passe sn 
un point donné A. On sait que la droite qui joint le' 
point de départ au point A fait avec Vliorizon un angle 
P^ et que le corps parcourrait cette droite en n se- 
condes s^il se mouvait unifoimément avec la vitesse ini^ 
tiale. Déterminer t instant auquel le projectile attein- 
dra le point A. 

Le temps qui s'écoule entre l'instant du départ et l'in- 
stant cherché, exprimé en secondes, est éeal à n — ^• 

^ cosa 

9. u4u même instant on lance deux projectiles dans 
un même plan vertical^ avec des vitesses v et v', sous 
des inclinaisons a et «'• Outre le point de départ, il est 
un second point commun à leurs trajectoires ; les deux 
mobiles V atteindront à des époques différentes. On de- 
mande V intervalle T qui sépare ces deux époques. 

Si l'on suppose a >«', on obtient 

2 vv' sin (a. — a' ) 



T=: 



g V cosa-l- p' co^a' 



i 0. Déterminer le temps T quun projectile emploie û 
poi'courir un arc donné de sa trajectoire parabolique, en 
fonction des vitesses v et v' aux extrémités de cet arca- 
de la vitesse Vi au sommet de la parabole, et de l'an-^ 
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^2e p. que font entre elles les tangentes aux extrémités 
de rare. 

: Qn» trouve 

H. Un point matériel décrit une ellipse sous F action 
d^une force perpendiculaire au grand axe. Trouver la 
fûfree qui le sollicite en un point quelconque de sa tra- 
jëeU>ire. 

Soient 

Péqiiation de FèlHpse, Y la force cherchée parallèle à 
Paxe des j-, j3 la vitesse constante du mobile suivant Taxe 
des a:. 

On trouve 

Si Tellipse se réduit à un cercle de rayon a, la force 
devient 

Newtow, Pri/içipiayVih.I, prop. 8. 

RiGGATi^ Comment. Bonon.^ t. IV, p. 149; 1757. . 

12. . Un point matériel décrit une cjcloîde sous l'^ic-- 
tion d^ une force parallèle à la base. Déterminer la 
force qui le sollicite en un point quelconque de sa tra- 
jectoire. 

Soient 

jr=:a(i — cos-^), 

les équations de la cycloïde, Y la force cherchée parallèle 

20. 



3o6 MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

montre que le mouvement ne peut être reprësMr 
époque par les mêmes formules. Alors, pour'^ 
formules réelles quUl faut suhstituer au '% 
lorsque celles-ci deviennent imaginaires, 
grer de nouveau les équations primitives 
les constantes par les circonstances c *^^ 
stant où les premières formules cess^ 

8. Un projectile est lancé sou % 
nue a, avec une vitesse telle y 
un point donné A. On sait q 
point de départ au point Af 
P^ et que le corps parcou 
eondes s'il se mouvait unif 
tiale. Déterminer Vinsta 
dra le point K. 



«V: 



•'\ 






Vi 






Le temps qui s'ëcor 



stant cherché, expri 

9. jiu même 
un même plan 
des inclinaiso '^ 
un second p 
mobiles Va 
mande Vi 



1- *.v 



.vjsy 



SilV 



jsi que la jon^f^gnf^^ 

>taSFq?t^5Tl cl .V. .jJiJoin r^sUîli.û 

o', il ^xur^^^-x - f^doq IIP \ tr 
arccos — ^~* 4"+" ^^^ —JT^' 

r ^^^ HiocA^Ti; Commemin Bomot^^ t. IV, p. iSg. 

18. Un patnt matériel est lancé Jans & direction OX 
0t^ MMbfcfaayal itoiww i^rt» mohdeoén Mlnéy 



'jV^' ^V 




io8 MÉGAKIQDB RA/nOMliELLE. 

a Taxe des /^ j3 Ja ivke8se^on«laiitàVdiiAmoM0'\^imiit 

Taxe des or. \ . . .^ y* m Jw^m «ii m^ i\o\S 

Oh trouve > ♦iv ^A >.\\iv ^>^ , iO o .uAuo \^k^v\ 

' » i l'i IjOÎ13» 1 'Vj.r *»i J;,».» . •i*r'^><'»^> fil j> m iio^ 

cQnstàmmfim\^t;t^r4 pfif up^'jli^rç^.p/iPBprtfçfin^ ^^^ 
distance. Déterminer la position du mobile à unfipQJIi^ 
quelconque j et troui^er V équation de sa traj^ç^^q^Q 

Soient b la ^istapceiniti^Ie du mdbile^ la droite, ^ la 
vitesse imprimée, jx'^Tattraction à l'unité de distance. 

des ri 

du mobile. .. » 

Nous trouvons ' .r .% . 

y -- ô ces ^ • . iViO^o^ 

P 

100', "o^K^^ijto t^mhm)mk^k^'S'i^}^: ^^i^^wji 

«iij:>iii!j «jup oiéiiiFrn oh «3x11 ail ^flo?oq2 b Jo .eD^n^iot^ 
blême précédent, si ce n est que la /^''Çfa^PjÂj^^çàiW 

On trouve ^^infiieaoo ooioï j^[ \^]^ i^fta: 

^ P V ^ "" ^ (^^-arccos — ^ j'-^ v/^T -r^ 

s\^ RiQCATi; Comm^Ti^ Bown^jt. IV, p. i5g. 
15, Un point matériel est lancé dans la direction OX 



if 
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/mrûe:pr0lbèlHiDntteliûàflét\distance ^srs un contre d^ 
Uon ifui se meut uniformément dans la direction per- 
pendiculaire OT. Déterminer la position,, du mobile 
Ifuandson moui^ement deùi^nt paraître à OY. 

Soient a la distance initiale du centre d'action à Tori- 
^fié ©f^' la Vitesse ^tiifèi»mb d^ *cfe èfettli^i jiM*1akra!clion 
«'Wn1%^ VfcitiftYiceV ét^a^^vy les'bôé^dbntt^^Sfe 4a f><*i>- 
^fk èliW^bliN^ ^du' point Matériel tmr'fà)p|>^^ aWs 

. lo. c7/i point matériel prtmitwement en repos est 

euij.« 1 jir. Jfi'^M/^. . o » «< tf Ji/r> »wi ' «jj* '*.'<;• 'm '* < ''•♦' 
abandonne a Faction de neiix forces: lunextst con- 

stante en grandeur et en direction, l autr^ est ync 

force répulsiv^e émanée d^un centre jfixe' et proportion- 

nelle à la distancée JDéîârmiherfâ position du mobile à 

une époque quelconque, ettrouv^cr t équation desatra^ 

jectoire. h^ i 

. Jfrfiuoïis. le centre de répuIsJQo ppuiÇ orjgii^ des coor- 
4onQée8, et disposons les axes de manière que chacun 
Iffeàx fasse un ânglë iië' 45 ilij^r& avec li diréctîon de la 
^fôfcèà>tetanlé.'^ >. ., w . <- . ^ ,, ,. ^ 

* 'Soient x = a^ X=^b les 'Côordonnéçs de^la positiou 
initiale du mobile, jx' la force rëpiitsivë a Tùiirté de cli^V 
ti^ce et y la force constante» ^ r^, . i i / 

Si l'on pose — -=: = m, il vient 

V 

a^-^ m^^ . a ^ 6 -f- #» 

^fqttations ^ résolvé&ixomptétement le problème. 



^3X0 MÉGAlîlQUE EATIQNNELLE. 

il. Une petite bille d'élasticité donnée, lancée BéàÈs 
F>0- 47* une diteetîoh conHUe 

au-dessus d^un plan 
incliné qid passe ah 
point de départ • WT'* 
court ce plan^ en hot^'- 
dissant. Déterminer lés 
angles d^ incidence et de réflexion aux différents chocs. 

Soient e réiasticité de la bille, i rinclinaisoA du plan, 
«0 Tanglç que la airectîon du uiiouvement initial fait avec 
le plan, a„ et P„ les angles de réflexion et d'incidence an 
j^ième choc'comptés à partir dù'plan^ ~ ^ ) 9?^'M *■ : ' ' *^ 

On trouve . . , , . mr 

A T., .. (T^^>) tf" tango, 




I — e — 2(1 — tf*) tangi* tanga, 
BoBDONi, Meiri^te délia "Socieéà ïiàiiana] t. X vu, 
- part.ï,^p.i^\; 1816. • " A ^ ..x . . vn 

18. léCS donr^ées fçnt l^s p^éme^ ^i^ d^n^s, (0>p(^k(^Rfe 
précédent. On demande de trousser la relation qui existe 
centre réiasticité dé la bitléetlés portées de trois ôùnds 
iuceessifs mesurées sur &^lan, eidédêi^i^iHéf'ùs ÉSs" 
Uxàce delà hiUè à ^n point Je départ' Éihq^ietle è<^m^ 
menceà'glààèk eh^'ee^Ydë'èHndtt. '- '" '^; ^ 

Conservons les notations du problème précçdent^ et 

rcs successifs 

ipart lorsqu'i 

glisser; ces distances R|, R^. etCé, et S seront positives en 
remontant le plan et Négatives' en descendant. 
On trouve la relation < / ^ *- 1 » • 
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fW^Bit^ieoL]u4e|} paiasanœs successives de Tiiidëterininée z 
^^1^ le développement de la fraction 

.^ïAn .m*i% \' Ri -^{{e -H- g*) Ri — R»]z 

smVant les puissances ascendantes de z* U suit de là, en 
faisant 2 = 1. 

''* *^ ^ 2pJsinfie«rcos«CftCÔ8i sinc^sinH. 

et si Ton pose (i — ^).çôt4 = oot^,.' 



U(U % 



,v>3mr^v"r^; î^sinicos»p ,,. ^ ,, 

iersection de deux tangefi^ç^ à Iff^ tr^j^ctfOife^ aux points 
où les vitesses ont. un produit constant^ est un cercU dé- 
^^Ht^à'fii^èf'^ tàpàHitàlé àohihie èêhire': , '' ^ 

^Y y. ^- . Plm<çurs projecxUes P sont, lancés en même tempf, 
ber librement du 4V^(^^pc(i{nI^^;^,(iqrp^ profit p., ^j,.. 




., ,$EÇTIPN.JI..,,,,„,.,^ .„,,.„. 

FORGES CElfTUtfeSi /' ï'^ " '' <ï^ » 



Un point- matériel est atftré vers un ceiilre fixe par une 
Jbrce E çQ]^t%uxmçftî,diri6ç«^^<^? je-jpp^ VarîaWe 



i »l 



3r^ MéCÀNIQOE BATIOirBISLLE. 

avec la distance \ on prend poiinK>rigme lensèiHif è d^âitrac- 
tion, et Ton nomme : - » .-^ . n^ »c ^lu vb ; fîL'o-. 

a:, j-lescoordolin*e»du iridbiWl '^"'"•"' **«^^ ''^'=' 
r sa distance àù cenrfe a^étbadt^Aii p '' '' "^'M ;^^"^ 
« Tanglfeiquè Ic^ ^ayôri Vedibùi' y^'ftii' Ueë'TliiH^ 
P lâtiei<pëndf^u1tii«ift>kissée'ab'UeUti'(r^^J?â^^^ 
antpoiVit'dé'ïà cikfbé'^ueiy^haMlé'tett^éf ^* '*'^"'^* ^^ 

1 M^'lafVîlë^è'^^ j-i^^lnifr ofihlFiîl 1 qi9q b' n *>II*iaffoil 

l'^IV^t'^'déii^^âtèiitK sfiiltih&ft«»s deS'^aâïi^AHi^''^ 
tttiiVib<in^l4ilitè/.'^''^ *^"''^"^ .'rDub'! n wtu I micnolfiib 
'ï w^oi.j J ifij) ?. AV >m\^^';L J'iyîl-ol ^fiBl» noJv;^/[ iBq 
Alora Tes équaiions ffCAcrales du nvWf^PMnt,..*^^ 

ceUes-ci l. ' • # • . . < f 

Ti -rib) ïiî ]n ui. /'^i«>.^^^'. '^ui ^^ 101. t /i) •ioiîi;ijp-i i 

jiii )<.Ib »J )') )n>if) 'i?^i"Jpr»tF4-«Tb-jpp r)iioqobon '»e»'*lÎ7 bI 
-r-n» ^ ».J.» > .».ïU<>)ïG«i,j))tiq«')'* l;o<' ni) ?>np .^i^n'K) ne 

.%\«y >>\^^*\^ fto w »/r »l)-^^g:xi;'H-^4h«miJ oioori') tgs iioOÎ»» 

II- r-n'X V \ j »^ t''M ^) 'ï »i»fiijpVI .(oj *4'iq fi 'dîl 
,,.. .On ^>tfr^,Wforviâi^esduivantei^jdom'F4isageest titès- 

^lanfcniecoii'jj •'ïjoî «1 t>ij; .ol nul b! .♦lîîbmioo jî ^ 

;h' . i. • Il nMj/u »ni :(**»! .n; I II j "^ { J ifcii. » > 

n.-i . J- > ,r» >ii; J'0>.'j ) ;''>lLhnnol K'^h 'IM4 'i^D» jjfb 

(IV) r»--j^J^-T,3 i> fîflfe.M.. ^: î )t.,. M , 



DTlfAXIQVE% '' .3t3 

*&'SÎ£l%i<»rc6j06nUrt)^5<auilieu; d'être attractive comme 
nous l'avons supposé, était répulsive^ il faudrait dans 
toutes nos formules cHffigfiir,^^^ |jgi^$,/}p>F9, et dans la der- 
nière prendre n^a^^^le r^qp d^.cçji^J^u^e., ; . 
. ..Ktoiîp^fiirVSP^rS.qHSA'^ir.^ 4éçme^^ rayon 

-^TSSj^) îî* JftÇ^^^ ^" fte^ipsir l?l i^tap^ est 

le £uble de Jl^^ç^^éjiniie.^aps .rqnjifé,|Jp^ ^mps^,Véiqu^«- 
tion (II) indique que la vitessc^.^f^ j^^y^r^epue^ptipnopor- 
tidnnelle.à la perpendiculaire abaissée dt^jÇ^fi^t^^isuir la 

*TOP^%^f' 4|^?^;IP5Wff?Uiflfl!i aHÎ«^4dPffie^i\t,i^|né- 
4iâtement l'une de l'autre, furent établj^i^Pjjxiys^ji^rjieu 




.1 . 

L'équation (IV) montr^que l'iiç^roissement du carré de 
la vitesse ne dépend qn^de l^accj^issement de la distance 
au centre, quel que soit Tesparç. parcouru. Cette propo- 
sition est encore une découverte -de ISeyflon [Pnncîpiaj 
libi I, prop. 4o). L'équation (V) est due à M. Binet; elle 
-fiût iGBBii^^eihiiCiiâjedtoiriMk)<^^^«^^ (bi^, ou 

fait connaître la force lorsque la trajectoire éidldMffiiée. 
L'équation ( YI) a été donnée presque ^n même temps nar 
Clairaut (*) et par Euler (**) ;* elle exprime que la force 
accélératrice dirigée suivant le ra^on Vecteur est égarera 
l'excès de la force cen6mfug6nda1is le mouvement, supposé 
circulaire, sur Dà' force ^tWactjve. Cette équation se aé- 
duit aisément des formles précédentes; car, en tenant 
compte de la formuiS ( If ,^n- trouve ' i ^^ ) 



:;; _ii : 



(») Théorie de la Lune, p. *r^75îi/j^ 'p ^ ,.j,,^ 

(■*) Novi Comment. Petrop,qsff i64iV!7N-«753. ' 
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Portant cette valeur dans la formule (V)) il vient 

équation îdèîilîcpie à»Péqddflou.(VI);"eti vertu dè'là ibr- 
mule{I). "y .'■•.• "•• ■''■• • ''" ^Z^""- 
Au reste on comprend très-bien c[ùe\ si lé mdtrranént 




est ^ale et contraire a 1 excès de laTorce Fsur cette force 
centrifuge. îio< 

La formule (Vil) futVomïàVfdiquée sans démonstration 




la démontrer. 

Nommons cf Tangle que le rayon vecteur fait avec la 
taogcntçràJ^'trajeoioîrei^On^a*^ i' -k î.,)i(»r'î<|Wj iî I 

P'=- (form.n), 

'^ .' -I ■ . 

psmy=:r — smy = P— (p. iSy). 

Substituant ces valeurs dàti^ Pâquatiofi' préc^ëhie,"^!! 



(*) Voir MoiVRB, Miscell, analx^ lil>«.VUI, et Jkam Bibiiovllh Operm, 
1. 1, p. 477- • - 
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vîent ' *** * 

eé ffiii est Féqiiaiion de Moivre. 

mules aux réfractions astronomiques, dans le litre X de 




jointe ek^^ ^^ 

Soit ' . . ' ■ '^hI» ;in-.> 

Yé()fik'à)iofa de^a spiral^V On la 'tangente fait avœ 

fë*?iydii Wctëur un angle consUntp.qÀi est *db^^ 

La perpendiculaire abaissée du> pôle sjoutilaltangeoteest 

dès lors la formule (VII) nous dc^nne 

[w .ii.oV ■ . • • * ^ 

Nous pourrons déterminer la constante C, ai nous oon- 
nai^spijs Ja, vitesse y^fpi cprresppn4 à une valeur do»^ 
née To du rayon vecteur. En effet, d'après la formule (II), 
nous aurons 



3i6 


MÉCANiqQS HliflOlllfBLLE. 








d'où 


J pi 


((O'f 


"ps- 


n-*^y 



La formule (II) nous 'donne encore la vitesse en un pomi 

' I C . rot*. * • I -c 

2. Un point maténel décrit une parabole sous /V//*- 
\fluence d'un centrç,4hvttraù/iott placé au foyer de tu 
courbe^ lorsque le mobile est â^unèlkistànce donnée du 
fi^fi^x s Ip-Jorce d\attraç(iqn ^rfippqrtée àj'm^ité,fifiii,di4^ 
tance est subitement doublée. Déterminer la tiçi^j^oit^ 
que le mobile va décrire* î ^ 

ooît p. le paramètre'\fe la pâral>oTè« 
Dans la première partie du mouvement, on a, d'apifë^i 
la nature de la parabole^ 

S ./'."♦ Au .1 ^i^îi'îW'^iW prV>\ " ^^'* i 1^*-,". •»'''> 

et|,3Î-L'on diffëreoltie^r] ux /■ » ■ ,« <\ / >/»> t.tMf .« « t-- 
par conisequent (formule A7I)% . , 







i Dons la seciAide partté du ttôuveaàetflf ' 1 


\ ^. ■*'4>iM 


d'où 


'.»..i .. -.VJH 


2C« C> rfP 
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Cette équation a pour intégrale 

— = —=- -f- const. 
pr 1 P» 

Uitoq ntt ict> oéi'iiu fil d.ooi i daii i ^u ti li * 

Si Ton désigne par a la val^iif !dli>t|[)9gi»itek*JLLon)sUiiW'icif 
Ta force est doublée, et si Ton observe qu'à cet instant la 
perpendiculaire P est abaissée sur la tangente commune à 
la parabole et à la nouvelle trajectoire, on aura, pour 
dél%rnlm(ii' là coâst^te^ ' ' 

el^ëk€?1^ttë'k%ôàVe!te\¥i^|èe'liHi'è^ier^ ?ë]^ïfeë!àté?pàf 

^0(lB?t.q bI -ASiléfniiiEq ol r^ iîo8 
^qi'L çB no J*î>m)/»io»TT jjf oîiibq 9i«^îri'>iq *;? ^n^CI 

aP* r ^ 

Cette équation est cell^'ufië^llipse dont le grand axe 
est aa, le petit axe s/^pa^ et dont l'uWttKlift^r^ïéblLiicîdé 
avec celui de la parabole. *1\^ < 

La distance de ce fôyei; au-^i^t de contact des deux 
^x>urbes est escale au demi-gra^d axe decrellipsec par cpnr 
, «equent, la parabole touche 1 ellipse ail sommet de son 
petit axe, et la tangente ^ccnnmiipe est parallèle au grand 
axe. Cette tangente comm\ïbe, considérée comme appar- 
tenant à la fars^lpf^^îh^ei, ytofiqJ#bfffAl9eadttvblJun 
angle dont le sinus est 

■— --^ 

P ->o y^ 

Il s^ensuit que Tinclinai^n du grand axe de l'ellipse sur 



3^ MÉCANIQUB «lËtlOlfKELLE. 

Taxe de la parabole est ' i ' '^ ;• ' •'> 



arcsin 



in i/^- 
V aa 



3. Un point matériel, soumis à VattracUondi!^ M cp^itrc^ 
fixe, sç meut as^ec une vitesse inversement propoitionrn 
nelleà la n""^ puissance de sa distance au centre^ Trou^. 
ver la loi de V attraction et V équation de la trajectoire^ ^ 

Soit , : . . . 

r» 
Texpression de la vitesse. 

La formule (IV) nous donne , . 

sî Ton différentiel il vient . , 

Telle est la force d'attraction. / 

Pour obtenir Ji'^cjuation de la trajectoire, nous nous, 
servirons de la formule (III)* Elle nous donne 

r» "~ dQr' 



L'intégrale est 






..(/? — i)ôi=:arccps — r~ tV- const.. 
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OU, supposant que soit nul lorsque rz=^a^ 

(n — i) = arc cos ( - r"^' j — arc ces ( - «"-• ) • 

Dans le cas particulier où /?. = i, Tëquation de la tra- 
jectoire devient 

Lorsque n = -i la trajectoire est une section conique. 

RiccATi, Comment* Bonon., t. IV, p. i84> 

4. Une petite bille, attachée à Vextrémité d^un fil 
très-délié et légèrement extensible, repose sur un plan 
horizontal et parfaitement uni; le fil est tendu dans sa 
longueur naturelle, et sa seconde extrémité est fixée sur 
le plan. Le système étant dans cet état, on imprime à la 
bille une vitesse connue, et dirigée dans le plan hori- 
zontal suivant la perpendiculaire à la direction du fil. 
Déterminer Vallongement du fil à une époque quel- 
conque du mouvement, et troui^er Inéquation de la 
courbe décrite par la bille. 

Soient : 

172 la masse de la bille *, 

a la longueur naturelle du fil ; 

i^o la vitesse initiale ; 

r= a -h j: la longueur du fil à l'époque t] 

l'angle décrit par le fil ; 

p la tension nécessaire pour faire acquérir au fil la 
longueur a + p. 

Puisque la tension est proportionnelle à rallongement, 
Texpression générale de cette force sera^* Substituons 



et si Ton a é^iiA àji^' formule (1)1 .j'^, ^^ 

*>ijpfhoiib(j fiïbfïo /r^Tlîl •>r oup'^nslBV 'jîj^-j -ijsq Jio/ nO 

0}aiHéan}^JBnipeiti£t^kfoHanvk8ii(Iii)c;)u§no^ b. b 5a9m 

^j, __ P. I«i0 93ii;I) fil itioh ô jfliaj 

pa r conséquent, i\ m\ 

d^r J^ q^v^ " px 

d'où Ja^iY II .(/ ) floijtïjps I 

dx 
La const$tiA^ se âi^crminepar la condition que— soit 

nul à Torigmë du âouvemè^ ; on trouve qu'elle est 

égale à «^J. jiioijiinuxoiqijc'b yv^i^h diloa zauh .jjo 

D'après la nature du fil, x et p sont des quantités fort 

petites et du mêpiiç oïdre de^r^ncîeur*, nous pourrons 

donc sans erreur sehsil)îe réduire la^ valeur précédente 

dx^ ^\^ 

de —à sa partie "principale, qui est Mu premier degré 

par rapport à a: et l3.-:À|orsik vient 

. - /"*? -, ^^ 



Nous n'ajouioQiif as 4e oonsuntey car x et t sont nuls à 
rorigîne du mouvement. 
Ainsi nous obtenou^^. 



Xz=i — - 



pa 



^Ff(v(i^')]- 



On voit par cette valeur que le fll reviendra périodique- 
ment à sa longueui^înatharellei âpirèsdes intervalks de 
temps dont la durée est 



..V^' 



Cherchons maîq^l^enant Téq^iiation d^la courbe décrite* 
La formule (I) ^Q(i$ pei^m^st^de sul^tituer dQ à r/fdans 
l'équation (A). Il vient 

ou, dans notre degré d*approxîmaiion, " ^-^ 

£/Q— ., ^ r» 



L «P'-i J 



^ =za -hx 






Telle est Téquation de la trajectoire. 
Cette courbe est formée d^ondulations égales et disposées 

I. 2« ÉDIT. Il 



enicerclp j çhs^que pndul^.^Qn ^ousT^ft^^^y^^ajagl fi j»y\ ff^nft r e 

Jacques BernouIIi a commis une erreur dans la solu- 
tion de ce problème. II part de Féquation 

dans laquelle p désigne le rayon de courbure de la tr^jeo* 

toire; or, entre— et — pqui est le terme correspondant 

de l'équation rigoureuse, la différence est du même ordre . 
que j?; par conséquent cette équation n'a pu lui donner 
un^ vale^ur e^acted^ Tipcon^iic^ a:., . . , ^ ., y,,,. ,,, ,;, 

JACQUES B«;enouj(.li, iVioMi ^^£0 ^ca^. Prfr^. y ont- V 
1783, p. 2l3. 

5. Un point matériel se meut sous V action d^ une force 
dirigée vers un centre fixe et fonction dé la distance ^ la 
trajectoire quHl décrit est de telle nature^ que Vun des 
rayons vecteurs maxima est à très -peu près égal au 
rayon vecteur minimum qui le suit. Déterminer la limite 
de V angle compris entre ces deux rayons vecteurs lorS' 
quils deviennent égaux. 

Posons dans la formule (V) 



1 

r 



et 

J¥rhlz^^{zy, 

alors cette formule devient ' \ 



1 « 



.,■,. \ 






'^Iht^kmii^él^iicmimôtis et htfë bônitante ; il vient' 






Les rayons vecteurs maxima ou minima sont les in- 
yei^à d^ ricihès dé Féquation 

ScSéi^aJ'lplés'derfi'râcînés 'i^osîtîves qui correspon- 
dent aux deux rayons considéi^s,'el V la liiiiîfe'de l'angle* 
compris^teAtt^ èes deux' rayons lorsque j3 devient égal à a. 

Cet angle V est la limite de Tintégrale 







i v/« 


-H-,(z)-z' 




D' 


^apràs les deux relations 










« + jr, ?(«)=« 


', «+J«p{p) 


=P', 


«»c 


)us avons 

1 
O 

s'ensuit 

:==rlim. 1 


_ p»_a' 


«'?(P)- 


p'?(«) 


a 




?(P)- 

1 


?(«) 


V 


<fes/ç(P)-f(fl 


t) . 



Pour déterminer la limite de cette intégrale, nous 



U'= 



substituerons a la variable z une qfmyfyj^t^prîl^ifj^dé' 
finie par la relation 

l^-u>^ ■■'■ - 
Alors, si l'on pose jlBigàjni luoa ^ 

(e-f)'[T(P)-?(")] 



on trouve 



'='r-t^ 



Tpi«iidUbi0Ta{ipHHrl dèsfflénf ëtbilTokièm 
:iiMf»0ur^denôfai3qst€ab, <^ii^ilx)iii^ ({ueulaifxréoiublfidiVlllflAr 

ipqilf >jBfMi: oJest / ^ «ninii jno»^ r'iîf»ni;I(j n-A ^if]} Sombù w 
^')iifiJ''i(' i.î •)b')>((^ci^i//^)»nii r. ^iljfyjjToiîioqoiq 9'nol ocii» 

* ^ = ' »"»'>i >^/ >iï'>îi»» «'l ^^I^J_dloy (l^).^;.)[j')I jupintUi 

')eii^sontf)i4uie> /^ i -i.. .^- - . ^ »i!j<ioI ,i';fl'> ni 

sance de la distance • 

' lif.r» 

, . ^c ..8: -Vf'O^,-^,'. - , ,. 

y— /^ 

jb'nij. tiMr -^i. . ,/ ' •r'ff'. rtii'>nv»yr'Ofi^f')I 'jrui?if)iiiii-ttOLlul 
Cette derniei'eiiorijnuie a eie donnée par Biewtoô, oansle 
*V^^ ÏJ . '''^*. ï<>»w.'*"V""^>'» "'• ' v'ii»(!0);i<',f'/'miT-Hnji 
livredes Principes (liv. I, sect. ix, prop. /fi). On vôil 

que dans ce cas la limite Y est imieti^naante de a. D ail- 
leurs il est aisé de reconnaître que le cas d'une force 
'^ropoVtio«Ml!e>)à>\&nâ)pttinaisQ»Adé\Ia 4{«4iQic^^fl| laiseul 
«) d&^ÛaiisIè \^.80tt indëpcadantxdiik i;by9«\ K^llmç»^ ^(}\oâ4i 



^ jJOJH,! J» * I 1S<| .M.iiA» 

,, ^ > ' , i= const. = A 
a jppur înt^rale ^'^1 *' ' ^^ ^^ '»A 






B étant une constante arbitraire, et alors 






*(^IJ'»!Î .M* 



la force e^ proportionnelle à une puissance delà distance. 
'' liêe'p'kïaiViMâàVëAï aJtoSr dÀ ^ëll^ de^'Birbites à 
i ye ÉPp>èB <ciroblai«9^4oiit lés pëiAiéUes ficqi| 8eB6iMjEmei)t 
i)dlkiobildft^iot>«itilési4> iSoKjdêgoés dfisjapliiâmçlsifdonic 
on admet que les planètes sont attirées ver^iLe Soieîl/p^r 
une force proportionnelle à une^puissance de la distance, 
îl faut que le degré cl^ <<ettè piaîçsance»çoît exactement — a. 
En eflTet, lorsque n = — 2, on a V = 7r; e«î)k)rfiiaiâme 
qpe n difiererail| très-pe\i de ^ 21 V serait assez dîfTérent 
d^ JQ (iQur qu'iljèn réjiujitç un njouvenient considéraMe 
clans les périhélies. 

""Si î'oWkwrp'yiyaiifli'/hri'iiiiiWi; îP'«iH'Vlsui- 

terait ...mu.I ,| • .,..,. 

^^— 4---^— ir ::=:l8o"54'.-.; 



^I — 0,01 

le périhélie se déplacéçaU 4^. 54 minutes à chaque révo- 
lution, tandis que les mouvepients observés ne sont que de 

quelques siscondcs^. Leci confirme la loi de JNewton. 
lR>v iiD ri .| .H, M J..^.l 1.1 ^ '.;.»■ ^•;l v'Wr'i*'^ 
\- i\ i .Plaha, Note sur la proposition 40 u" I nvre 

IibM \. jïi ir-.hfî wjMi^n i<.) y ifiiuf il "»: } 7. ,i. | ;,rn 
. -, . dés Principes. ' 

'"'^''O;' Vhe'&ôèt^e déhrk»autour^daSoleiïiÊmecrbii\epfi' 
raboliqiie*'dbn9 tetF éléihléiit^'^ntinoônttusl Cet àitt^ a 
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été observé en deux points doni on' eoniiétt^tBS^JdUkadces 
au Soleil^ ainsi que la distance mutuellç. Trouver une 
relation entre le temps ^i^' sepa^è^les tIeuÀobservfations 
et les autres quantités connues. \ 

Nous pouvons négliger ]a irèsrpetile quantité qui ex- 
prime le rapport de la masse âe la comète^ celle du Soleil. 
Il en résulte que l'aire décrite par le rayon vecteur jjjpns 
l'unité de temps est égale au produit, de la racina carrée 
du paramètre de l'orbite' par une quati'dké connue, qui 
est la même, pour tous les corps considérés. , 



Soient 



Î2C0S*-Q 



les coordonnées des 



réquatîbIp'cPe ro3>iterr? >"^t ^ej tf^ 
deux positions observées, c la distance de ces deux Pûsi- 
tions, t 1 époque de la première observation comptée a 
partir de l'instant où TâtigleU est nHil, T le temps qui 
sépare les deux observations , et kyp le double de V$àhi 

décrite dans l'unité ^ temps {*). 

., I ' i 






(*)^pan8 le calcul des orl^ites des corps qui fynt partie, de notre système 
plaijétâire^ on pnend ordinal rem ejit pour lioitéde distajnceié ^mi-grand 
axe 'dei l'orbite terrestre etipour Imité de temps le jou# solk^re moyen. 
Alors, si Ton nomme.T la durée d'une révolutipn ^id^rale de la Terrç^ la 
idiM àSïa Wrie' eVM (Jeîle^Wi^^afe4,%>çUk!an<i'AV^'éèttfe '^'' ^ 

' / JiyFîd.i fio /iJibfu.iibiîQqioq 

T = 36SJ.».,a5637, . . . ^- 

«:Jij»I. 7 /jji; iJiiior .iioiJbIj'I fijJti»J 

et la Taleur du rapport — t la plus probable aujourd'hui, est 

'" , <c' 1 . ; ■*. 

- = 359734» 

par eonséquent Qi^-ft" - v Uia • - tao^ 
^ ^ I Ar=:o,oi73iâra. f 



JUa^ £:ihni}le \( l\) \nous donne 

^'ïbso'né ' / 

tang-ô = 0, tang-Ô' = 0', 

■ n i ! • 

et admettons que 0' soit plus grand que 0. II vîent 

.,F,,:.:„.?=^(«'.:l»)['i-^».+ ïW,-r<t)-,]-,„, 

. Posons encore r . 

?q. 1^= , i '• ' i..-+-^ie' + 0)'^>î'; •.; i . . ■ ., 

,:;:.r#|["*i'*-«']'-r"-;'''-«'].T'. 

D'un autre côté,. 31 Ton jprojet^e la i^istancç de$ deux 
jK>sitions observées sur Taxe de la parabole et sur une 
perpendiculaire^ on obtint 

c»=(r'cosÔ'— r<JÀsÔ)»+.(r'sîn0'— rsinQ)». ^, 

Cette relation y jointe aux valeurs 

I— *é» >, ae 
ces 9 = :> sinG = ^^i iioùj ««oj .^i 
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.în'»r>»'ucj ■m^Wqiq ub cf<«f]«)ojc lil 9Je'»i 
De là il suit s^oqiiol 



Telle est la relation çherchée.v^ 

* /uni? ■ w ^ - I 

Le double signe provient de'^a quantité m (6'— 6) 

par conséquent,^ dans la vale\ir de T, on prendra le signe 
— lorsque ff — <^ Ki^i l^n prendra le sig;ne -+- lorsque 

La formule que nous, venons^ 'dé^'tit>^ve9 èHS^uie un 
théorème de Ja plus haute importance pour la détermi- 
nation des orbites paraboliques des comètes. Il est connu 
sous le nom de t/icorèmc de Lambert, Dien quxfuier l^ait 
établi le premier, dans le septic|p|ie volume des Miscelh' 
nea Berolmensfà (1^4^)* ^^ ^démonstration que bous 
avons donnée esi de M. Gauss ( Thcona motâs corponim 
^*'ci/<KrtÎ6H). "«'^'^ /ir»bT*iîr!Knq-uOM >noHi. <uo/ 



7« Proposons^nous le^nême problème pou^^^pf^f/te 
ell^}tique ou hyperbolique dopt on. ne connaît qu*vn 
seulêÙ^ni^ié\srd^étàxc:^')^ - » | :'"' -(=>] a ^ 

Tëquation der Torbi te, ^ans laquelle a sera positif pour 
l'ellipse et u^atif p6ul^^hygpj^olë;' cdnservons pour le 
reste la notation du prpblèmje précédent. 

On montrq dans fous les'^ll'iABiités de Mécanique que, si 

(i) r r=:a{i — ecosu), i , 



on a 



.ilA:,ét^W,4ft,p^iftç co^Jlg^Çj qHP ^fflpiejppfl^^jèj^^f^çé- 
dent quand on néglige le rapport de la^^a$^^^.^u,^(j^rD3 à 
celle du SoJ^e^iU Admettons que les quantités r, u, 6, £ se 
rapportent a Isi premièire observation^ les quantités ana- 
logues ^/*',^jf',;.6^,^^'^à la seconde observation, et posons 

u'— u _ /<' 4- u _ 

î>ijpé»iol 1- iu'jsra dI Bib/i » ^«1 -iio/yiyp:;^ ^ > — V liiipciiol — 

i^u oWiB^iH^9wfiyfl°?|i^fo!T ,' ?rj..{i uip iliff/iiu'l f>.l 
*i/rii »j »L I ! uforjsin«^.rH»sqia(=mïsîfi|id^pj,.,fj 'un .lo-nL 

. nous trouvons d abord , * * 

Nous allons nous procurer deux autreis éqj^^^j^p^n^^ntre 
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les quantités connues et les deux inconnues ^ et ecoBj3i<; 
alors il nous suffira d éliminer i^es inconnues pour obtenir 
la relation cherchée. . ; v ^ 

La formule 

cosw' -h COStt = 2 cos^ cos pi , 
jointe à l'équation (i), nous donne 

(3) r-f- r' = 211 (i -— rcosPi cèsp). 

D'un autre côté, 

i" . ._ . ■ . 1 . : :-.. 

**■• ■•-^''■■\ '*■ 
or Féquation de l'orbite n^us donne, en ayant égard à la 

formule (i), , ^ * ' 

côsa^-^tf î . ^ «VI — tf'sina 

cos0 = a< » sm^ =^— ï--* ; 

r- r ' 

par conjs4qi^ent, , j ^ ;; i | '.i ^ • f ; v. ! .i îj 

r» = «*(i — ffcos«)*-f-'a»(ir-^cos«')' f >• » 

— 2«' (tf — cos^a ) (,e^— coi^h') »-n- ^«* (i — ^) sîn« sin«' 
= 2û»(t — tf«) (i — sîna sîna') -f- «'^'(cos'a -f- cos*i/) 

— 2a'cosii cos a 

= 2fl2 (i — ^)< (i -— sîtitt-sin w' — cosi^ çop^<f') 
-4- fl^tf* (cos u — coité')» 

(4) c« = 4a«sin»p(i — e»cos»p,). 

Il s agit maintenant d éliminer nos aei^j|,^^]ji(]fn])0^ 
entre les trois relations (a), (3) et (4)* 

La seconde de ces relations nous donne ss 

' ■ ri- • '\f- >'\ ' "* -'T^i'!? -^o.'Jîv .?..-'>:^ ^ T r) 



r.wnwaaaqo».' ' < 33t 



I 



Soient 



c^ = 4fl» tang'p j cos'p - r^fZlll±Zl)1' j . 



2a — € — (r-]- r') ^^a-h c — (r -h r') 

Z — . ^ y Z| — • 



Nous 



aurons 



(^. ^ ^Y -= I =-. 4 ^ang'p l^cos'p - ^ (z. H- z)^J ; 

remf^laçant 

tang^B par ^, 

^ '^ *^ l + COS2p 

cos'û par -9 

2 

et résolvant l'équation par rapport à cos ap> il yient 



vuiî^ n:> ' !a^^=±:arccost-^arccë^»,, ' ''^'' 

et, diaprés la formule bien connue 

, u^/ \ . sHi/?— sin«7 

ji^ $in (^aigp cos g) .-^ sin (arc cpszi ) o «: 
Substituons cette expression dans la derniàjre valeur 

(5) T=: — [arecosz— arccos2i— sin(arccos»)-f-sin(arccos«i)]. 
C'est la relation 'cIieÉd»éek£ ~ ♦' ' 
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Dans le cas de l'hyperbole, z etz^ sont pins grand&qoe 
lAlnité, en sorte que notre formule se trouve compliquée 
d'ioiiag^ams^ j^nrkek falM dîspttfAttre^l fautî^^^Mil» 
arccosz et arccosZ| par leurs >èk{)resisiim9Udg^jllttûâf 

arcçosf=:--==;rlog\^ -h V^" — ij» t , ,♦ 



arc cosz, = -y= log (zî -f- v' z? -^vA}^xù\s . v x<^t 



.1 Miil.'.l .>f^ .lui»' »S • >i îf") n »;1m;. m». 1- l'ïvoi -iJ 



T = ~ [>/z' ~ I ip v^If~; ~ log (z -f- v^I^^TT) ± J^>fz.*H4^^^ 

On n'affçcte d'un double signe 'quelles seuls termes en Zi , 
car T doit être positif, et z est plus grand que Zi, Les 
à^Û\tk ^i>»î^ri<lféptWSdfetft'4S9' i^i9 k;^if','îds'Êîgfi^éi^1nfêL 
rieurs à5' — e>7r. En effet, pour^>^iiî^ z^^a^'t^rt 
être nul etz ?= ^i ; donc, dans ce cas, c&sont les signes 
supérie4râlqu!iT ïaui prendre! De |ikis, T ptant ukie fonc- 
tion continue de 8^ — 9, fès signes des termes en Zi ne 
peuvent changer qjif^'aytant que qçs terme! s^^nnulent. Us 
s'annulent pptîr 6^— Ô^prt", etquanà ^ê^-f- B vient à sur- 
passer TT, les signes doivent changer, car T djoit augmenter. 

eîïès ^i\ffi^AraVîétiico^e*torsqu^^ 1 excentricité .est nuïïe, 
c^fâît-à-HîrèMàrsckié ïf ellipse s réduit a une portion de 



eux 
es aux foyers. Ainsi Tjoq lioat dire 

un arc dont 



qu'une planète, pour parcourir dans son orbite 
la corde èfet*l^''èt (lj>û£'le^ éxtfemllèis 'sont à^és ^distances 
d(i^^ç)^^^)^s ^ r^t.rV^^mploie uiji lemp& égall deluî 
qu^^^ll(\mfy^^*^ît pour^^itiver direcU(nent;yer&l/eSdeiLd<$ 



la^dlstance — 2 « la .mstance j ^^^^ ^At? 

OîJiipiTqino ) wuo» •>- '»lirinii»r*>iî'»<' «Kcp ^îîi*v it'^ .tiitTi) i 

élM(cpA«tift>ilit9^*^it«asft|atilialet d'éftefdfsiasoKiég^ ^abi 

Comme application, nous calculerons le temps ^'iqfi 
corps pesant-smploie pour, tomber sur la Terre d* une 
hauteur donnée, eh tenant cpmj^te de la variation que 
la pesanteur éprouve lorsque Iq distance au centre de la 
Terre dîmirAie. ' ^ "'«"\ ^ ''''''* 

Le foyer d'attraction est ici le centre de la Terre, le 
grand axe sa est la diStailcé't'^iiilié'aik;*i^^ifê'ati'<!gffl^^^^^ 
et la corde c est la hauteur dont le coif^S'ésîi^lâo^ pen- 
dant le temps T. 

D^ a dcaat X . i / ' -ol 1 ■ / n;: i / ' 
, r — a ^ 

^^^|isr|^îtesse initiale, ^^^^,,| .î«.TI) n'i >: <> - ^.i.^iuû^ 
'. iiuir- ' .( ni^l'p».-. ' '> • "H»! 'KH'b ; :: i_iî Iu.t ru . 

m .- f I » -unîT r »b r-mi^i^ -^-Vl .^" ^ .[j^.»niHi« noit 

3 _^ 

?.II J(i'»Iinnitol. Fmvt lî "W-^i^) Jï^Ji/k^^L- ^^^-n lu i/ir» j 

inouvement dans les sections coliques, que le teinvs. rm- 



Aug. vihd., jjoi). , . f 

rnfSi jÇdr^'qmc^/yKi célèsf»ipaSie^d'uh&p\hiti^hf^étèi^" 
Mhéiuû jàme^UtrèaposUidnègktê^fimiflMhAliëi* lè^dfM 
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pprt du secteur déerit par lorajcn 'oeûteur^ àwiriangle 
formé par le Soleil et les deux positions données, peut 
s'^ exprimer indépendamment du paramètre de Vcrbàe. 
Trouver V expression de ce rapport pour les trois espèces 
d^orhites possibles* 

Soient : ., 

r, r' les distances du Soleil aux deux points donnés;^ 
c la distance qui sépare ces deux points 5 
aie demi-grand axe de Forbi le; , 

R le rapport cherché, et 

2ûf — c — {r-^r') !ia -h c — (r-hr^) 

Z z=z 5 2| = '• • 

7.a la 

Par des calculs presque semblables à ceux de la ques- 
tion précédente, on trouve, pour une orbite elliptique, 

^ arc cos z — are cos z i — sin ( arc cos z) -4- sin ( arc ces «i ) 
(i — z)sin (arccoszij — (i — z») sin (arc cos z) . 

pour une orbite hyperbolique, 

.^ ^ (^, - 1) ^/z■^=l qi (z - 1) v^Jî::r7 

pour une orbite parabolique, 

(r -4- r' -h cY q= (r -h r' ~ cY 



^=3 



Dans les. deux dernières formules on discernera les 
signes convenables par les règles données aux problèmes 
précédents. ' \ 

G&mnEftT, Journal de Crellcy 1887, t. XIV, p. 21. 

9. Développer la plus grande équation du centre dans 
le moui^ement elliptique^ suii^ant les puissances ascen-^ 
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dantes de V excentricité, et l'excentricité suii^ant les 
puissances ascendantes de la plus grande équation du 
centre. 

"Oh' homme équation du centre Tangue que forme le 
rayon vecteur du mobile, avec un rayon qui tournerait 
d'un mouvement uniforme et passerait aux sommets de 
la courbe en même temps que le premier. 

Nommons n Tangle décrit dans Tunité de temps par ce 
second rayon, et conservons pour le reste la notation du 
problème 7. 

A l'époque t l'équation du centre est égale à — n«; 
son maximum, que nous représenterons par E, corres- 
pond à la valeur du rayon r qui vérifie l'équation 

rf(ô — 7l^) = 0. 

Or 

r?d^ zzzna^^i — é*iit'y 

par suite, 

La valeur de r qui annule cette difierentielle est 

c'est la moyenne proportionnelle entre les deux demi- 
axes. Les valeurs correspondantes de d et de u se déduisent 
des équations ...... 



— i ^, rz=:a{\ — ^costf). 

I -h tf ces ô ^ 



On trouve 



COS0= ^ —^ COSUZ=z i i-. 



336 MéCANIQUB JlATlOlfNELLB. 

11 s'agit de substituer ces valeurs dans Téquation 

(i) E--B ^ ntz=:B — u-h eslnu, 

et de développer le résultat suivant les puissances de e. 
On a d'abord 



série convergente, puisque e est inférieur à Funité. 
Soit 

2 

Le développement qui précède donnera 

sm j: — - — ces ô =: -T tf -h TT- ^ H n c* -f- . . . . 

4 02 I 28 

Si Ton développe parla f qrmulede Maclaurin x= arc sin j 
suivant les puissances ascendantes de^ = sino:, il vient 

1 sîn'x 1 .3 sin'x 

2 3 2.4 5 

par conséquent, 

3 3,5^ I /27 , 8r \ 

4 32 128 ^ \64 5i2 / 
3 / 243 , \ 

40 \1024 / 

d'où 

. . ^ TT W 3 21 , 34OQ . 

' 2 24 Ï20 4^9^^ 

De même, on a 



el, SI ion pcfeey = — m 4- -» 

I 3 7 

On tire de là 

n 
/o\ . ^ ir .1 ' 3/ 2363 ^ 

^ ' 2 "^ ^ 4 384 4o96<> 

sm« = cosj = I ç-*^ H- f^V-/ ■*- • • • 

v 'lïi^ r, . \ '. •11*' i 
Substituant les fleurs (2), f3),*(4) dans l'équation (i), 

* On voit que E cnange de signe avec e ; jm^t su^e e chan- 
gera de signe avec E, c'est-à-àrre- que ^ d/év^loppement 
de e suivant les puissances de E ne contiendra que des 
puissances impaires. *^' 

Posons doua' i' ' ' 

2 \2/ \2/ ,.., miM.i-41 

^, b^ c, etc., désignant des co^cients indéterminés. 
*JSubslitudns cettetciialeuf dans T^squation précédente, et 

I. 2* ÉDIT. 22 
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égalons les coefficients des mêmes puissances de E dans 

les deux membres ; il vient 

Il , lia 5qq 

40 16 5l20 ' 

d'où 

n ^ 587 

go 00720 

Ainsi nous avons 

_E "/Ey 587 



e r= • 



II /Ey 587 /EV 

96 \ 2/ 80720 \2/ 



Quand on pousse les développements jusqu'à la neu- 
vième puissance, on trouve 

„ II , 5qq . 17210 , 2032363 „ 

2 3.2« 3.5.2'» 5,7.9.2" 

10407049 ^, ^ 
5.7.9.9.23^ 

Les astronomes se servent de cette dernière formule 
pour corriger l'excentricité par l'observation de la plus 
grande équation du centre. 

10. Tandis qu'une comète décrit une orbite parabo^ 
ligue, on imagine un cercle variable qui passe constam^ 
ment par le Soleil, la comète et le sommet de la para-- 
bole. Démontrer que le centre du cercle se meut d*un 
mouvement uniforme. 

Newtott, Prindpîa, lib. I, prop. 3o. 

H. Un point matériel décrit une lemniscate de Jac^ 
ques Bernoulli sous Inaction d'un centre de forces placé 
au point double de la trajectoire. Déterminer laUdde 
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la force et le temps employé à décrire une boucle de la 
lemniscate. 

Soient : 

r* .= a* COS2 rëquation de la trajectoire 5 
f* Tattraction à l'unité de distance ; 
F la force d'attraction à la distance rj 
C le double de l'aire décrite par le rayon vecteur daPxS 
l'unité de temps, 

et T le temps employé à décrire une boucle. 
On trouve 

12. Un point matériel décrit une hyperbole équila- 
tère sous Inaction d^ une force dirigée ojers le centre de 
la courbe. Trouver la loi de la force et déterminer la 
position du mobile à une époque donnée. 

Soient 



ces 2 9 



Inéquation de Thyperbole rapportée à son centre; ^5 F, (^ 
les mêmes quantités que dans le problème précédent, cl t 
îe temps compté à partir de l'instant où le mobile est au 
-sommet de l'hyperbole. 



On trouve 



Q? . , «^^/"-i 



IX = ;> sin2e = — — , F = tt/-; 

d'où l'on voit que la force est répulsive. 

13. Un point matériel décrit une cissoïde de Diodes 
sous V action d*une force dirigée vej^ le sommet da la 
^courbe. Déterminer la loi de cette force. 

9.2. 
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Si l*on représente la trajectoire par Téquation 



sin^e 
cosO 



on trouve que la force cherchée est une attraction propor- 
tionnelle à 

coséc^ sja^ -I- r» 



14. Un point matériel décrit une circonférence sous 
V action d^un centre de forces placé sur la courbe. Dé' 
terminer la force et la vitesse en un point quelconque 
de la trajectoire. 

Si Ton nomme r la distance du mobile au centre de 
forces, (X Tattraction à Tunité de distance et F là force, 
cherchée, on trouve 

Newton, PHncfpia, lib. I, prop. 7. 

15. Plus généralement : Un point matériel décrit un ^^ 
circonférence sous T action d^un centre ^xe situé dan-^ 
r intérieur du cercle, le rayon vecteur décrit des aire'-^ 
égales dans des temps égaux. Trouver V expression ét^ 
la force. 

Si Ton nomme a le rayon du cercle, h la distance del^ 
circonférence au centre d^attraction mesurée perpendicu- 
lairement au diamètre qui passe à ce point, et C le doubler 
de Taire décrite dans l'unité de temps, on trouve 



F=:r 



{b'-\-r'f 



16. Un point matériel , sollicité par une force dirigée 
^ers un centre fixe^ se meut avec une vitesse. inverse' 
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ment proportionnelle à sa distance au centre» Déter-- 
miner la trajectoire. 

On trouve que la trajectoire est une spirale logarith- 
mique dont le centre des forces occupe le pôle, 

RiccATiy Comment, £onon,y t. IV^ p. i84« 

17. Un point matéHel est attiré vers un centre fixe 
par une force F telle, que, si Von représente par r la 
distance du point matériel au centre et par a, h deux 
constantes^ on a 

r* r^ 

Déterminer la nature de la trajectoire, et examiner en 
particulier le cas où le point matériel serait lancé d^une 

distance a, avec une vitesse égale à - ^2, dans une di^ 

^Gction inclinée de 45 degrés sur le rayon vecteur» 

Admettons que l'angle polaire soit nul en même temps 
^^ela distance au centre, et nommons C le double de 
* *«ire décrite par le rayon vecteur dans l'unUé de temps. 

L'équation générale de la trajectoire est 



ah . Je 
sin - — 



^ians le cas particulier que nous devons examiner, cette 
^^ourbe se réduit à la spirale d'Archimède 



18. Un point matériel décrit une circonférence sous 
^'action d^ une force attractii^e, inversement proportion- 
^telle au carré de la distance et dirigée vers le centre de 
la courbe y lorsque le mobile est anwé en un certain 
point de la trajectoire, l'attraction rappoitée à r unité 
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de distance croit subitement dans le rapport de m à 
r unité ^ lorsque le mobile repasse au même point, V at- 
traction croit encore dans le même rapport. Déterminer 
la trajectoire, que le mobile décrit après ce second ac- 
croissement. 

Celte irajecloîre est une ellipse quî a pour exceutrîcîlé 

m^ — I 

19. Un point matériel est attiré vers un centre fixe 
par une force proportionnelle à la distance. Déterminer 
la trajectoire et le mouvement du point. 

Le mobile décrit une ellipse, dont le centre coïncide 
avec le centre d'attraction. Son mouvement est celui d^ 
la projection d'un point qui parcourrait d'un mouve — 
nient uniforme et dans le même temps la circonférence 
dont l'ellipse est la projection orthogonale. 

Ce résultat se prévoit sans calcul, si l'on observe qu^^ 
la force accélératrice peut être considérée comme la prc^ — 
jection de la force accélératrice constante qui produiram t 
le mouvement circulaire. 

On voit, en se reportant à la proposition 11 de K -^^ 
page 189, qu'w/i point matériel, attiré proportionnell^^^ 
ment à la distance et à la masse par autant de poin^ ^-^ 
matériels fixes que Von voudra, décrit une ellipse dow^^ 
le centre est au centre de gravité des points attirante" 
Newton, Principia, lib. I, prop. 10, 64- 

20. Un point matériel, attiré vers un centre fixe p€if^ 
une force proportionnelle à la distance, est lancé d'urr- 
même point et avec la même vitesse suivant différentes 
directions situées dans un même plan. Montrer que le- 
lieu du mobile est un ellipsoïde, et que le point de 
départ du mobile est un point ombilical de la sufface^ 
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21. Un point matériel soumis à V attraction d^un 
centre fixe est lancé d^une distance a, as^ec une vitesse 
égale à Va, dans une direction perpendiculaire à celle 
du rayon vecteur. Déterminer V équation de la trajec^ 
toire et la durée T de la révolution, dans les deux 
hypothèses suivantes : 

r* 3a* 

r'' • 3fl« 
On trouve, dans la première hypothèse, 

r=:acos2-0, T'=-4 > 

et dans la seconde hypothèse, 

2i/3 

r^ z=z a^ ces' ô, T = a* —^^ 

La première courbe est une épîcycloïde engendrée par 
un cercle de rayon j qui roule extérieurement sur un 

cercle égal* 

La seconde courbe est une lemniscate de Jacques Ber- 

nouUi. 

Stadek^ Journal de Crelle^ U XLVI; i853. 

22. Un point matériel se meut sous Vaction d^un 
centre fixe dont V attraction est expnméepar Informulé 

^ et V étant des constantes. Trouver Véquation de la 
trajectoire. 

Si Ton détermine convenablement les constantes intro-» 
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diiîtes par l'intëgratîon, on arrive k l'équation 

dans laquelle kj e^h sont des constanles, et 

C étant le double de Taire décrite par le rayon vecteur 
dans Puni té de temps. 

Cette équation représente la trajectoire d'un point qui 
parcourrait une ellipse en vertu de Tatlraction du foyer, 
pendant que cette courbe, invariable dans sa forme, tour- 
nerait autour de son foyer avec une vitesse égale au pro- 
duit de — T — par la vitesse du mobile dans cette ellipse. 

Si Ton pose ^ * 

A = 0,991545, 

cette équation représente à peu près la trajectoire de la 
Lune autour de laTerre supposée fixe. C'est pourquoi Clai- 
raut, qui d^abord avait cru, par suite de calculs incom- 
plets, que la loi d'attraction en raison inverse du carré de 
la distance ne suffisait pas pour expliquer le mouvement 
rapide du périgée de la Lune, fut conduit à supposer que^ 
outre l'attraction dont on vient de parler, il existait un^ 
autre attraction en raison inverse du cube de la distance 
et très-faible. D'après ses. idées, cette attraction était in- 
sensible pour les planètes à cause de leurs grandes dis-^ 
tances, mais elle était sensible pour la Lune vis-à-vis d& 
la Terre, et produisait en partie le mouvement du périgée* 
.D'Alembert était arrivé au même résultat et confirmait 
Clairaut dans son erreur, lorsque celui-ci reconnut lui- 
même le défaut de ses premiers calculs, et montra que 
la loi de Newton seule rend compte de toute la vitesse du 
périgée de la Liine. 



DYNAMIQUE» 34s 

: 23. Un point matériel, soumis à Vaction d'un centre 
fixe qui V attire suiy^ant une fonction de la distance, est 
lancé dans une direction perpendiculairie au rayon vec-» 
teur^ ai^ec une vitesse presque égale à celle quil aurait 
en ce lieu si son mouvement était circulaire. Déterminer 
la valeur du rayon vecteur maximum ou minimum qui 
se présente en premier lieu après le départ. 

Soient : 

F = — y ( -| rattraclion à la distance r\ 

a la distance initiale du mobile au centre d^attraction \ 
a' la valeur cherchée du premier rayon vecteur maxi- 
mum ou minimum : 



le rapport de la vitesse initiale à celle qui cor- 
respond au mouvement circulaire. 
On trouve 

L 'a)-=''fâJ 

24. Un corps planétaire^ abandonné sans vitesse 
initiale à l'attraction du Soleil, mettra pour tomber sur 
le centre de cet astre un temps égal à la demi-réi^olution 
ci^une planète dont r orbite aurait un grand axe égal 
n la hauteur de la chute. 

On trouve ainsi que la Lune mettrait en moyenne 
X 1 5 heures 55 minïites pour tomber au centre de la Terre. 
G. Santini, Elementi di Astronomia, t. II, p. 826. 

25. Soient p le pénmètre d'une courbe fermée décrite 
par un point matériel sous l'action d^ une force dirigée 
vers un centre fixe, p le rayon de courbure, T le temps 
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de la révolution et C le double de Vaire décrite par le 
rayon vecteur dans V unité de temps. Démontrer qu en^ 
tre ces quantités existe la relation 

P=zC -. 

Jo e 
SECTION IIL 

MOUVEMElîT DANS VN MILIEU RÉSISTANT. 

1. Un point pesant est lancé auec une vitesse con^ 
nue Uo et sous une inclinaison donnée a, dans un milieu 
homogène dont la résistance est proportionnelle à la 
vitesse. Déterminer le temps T nécessaire au mobile 
pour atteindre sa plus grande hauteur. 

Prenons l'axe desy verlîcal et dirigé en sens contraire 
de la pesanteur^ nomnions h le rapport de la résistance à 
la vitesse. 

L'équalion du mouvement qui doit seule nous occuper^ 
est la suivante, 

elle a pour intégrale 

log (s' + ^^ ) = — l'^ -*- const. 

Si Ton détermine la constante par les données initiales, i 1> 
vient 

Lorsque le mobile est à sa plus grande hauteur, ou a 

''-^ „. 
5F = "' 
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par conséquent , 

T = -r log ( I -h - f'o sîna I • 

2. Déterminer le mouifement d'* un projectile pesant, 
lancé dans un milieu dont la résistance est exprimée par 
a + è^»", a^ b désignant des constantes et i* la vitesse. ' 

Si l'on prend l'axe des y vertical et dirigé en sens 

contraire de la pesanteur, les équations du mouvement 

seront 

d'^x . . . àx 

Multiplions la première équation par d^j- et la seconde 
par d*x, puis retranchons les produits. Il vient 

{a-hbi^) [dx d^y — dyd^x) z^zgdsd^x; 

d'où l'on tire, en posant 

dx z= ds cosû) , df = ds sin» 

€t divisant par dt, 

d^x 
u(a -+- btf")dùi =: g (cos»dç — v sïnoi d(û) = g --—f 

ou 

(i) g^ccsax^C"-*-') dv — (a -h g sinoi) p-^^w =: ô^w. 

Telle est l'équation qu'il s'agit d'intégrer. 

Soit K le facteur par lequel il faut multiplier le pre- 
mier membre pour le rendre une différentielle exacte. Ce 
facteur doit être indépendant de i^j car le second membre 
ne contient pas di^] par conséquent, la quantité dont le 
premier membre sera la différentielle est de la forme 
ili'"", îi ne contenant point j^. 
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Egalons la diflTérentielle de îlf'"'* au produit du premier 
membre par le facteur K-, il vient les deux relations 



et 



ou 





na 




g COSb) 


dû. 


sin&>r/w na doi 

^zz n 1 


a 


cosu s ces 6 



d£L , _ f^o . . /tt «\ 

— = — /té/.log CCS» 4 d,\o% tang l 7 + - 1 * 

na 

a = cos"^ » . lang ^ ( 7 "< — ) • 

Il résulte de là que Tintégrale de Fëquation (1) est 

n rbCidfa 

a(r-'^= — I . 

gj cosw 

Cette formule subsiste encore lorsque b est une fonction 
quelconque de ci). Si a était une fonction de o), il suffirait 

na n Tadtà 

de changer tang"^' ij + ~\ en i^J ^^^ 

Ainsi la détermination de la vitesse est réduite à une 
simple quadrature. 

Pour rendre les formules plus commodes, posons 

d'où 

2r . r^ — I doi dr 

cosû» = ) sinw=-- î = — • 

r* + 1 r* -f- 1 cosw r 

Il vient 

ll=r 2-«/- ^^ >'(r»-4- l)«, 
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Toates les fois que n est un nombre entier positif, Tinlé- 
grale peut s'obtenir sous forme finie. 

Supposons, par exemple, - = > la formule de- 
vient alors 

r» (r» -H i)« P-" — . (H -f 1)"+' -f- consl. 

Maintenant que v est déterminé en fonction de r, il 
nous est facile de donner les expressions de f, x^ JT en 
fonction de la même quantité au moyen des seules qua- 
dratures. En effet, nous avons déjà trouvé les équations 

on en tire aisément 



dt = 



dt vdsd(ù vd(ù vdr 



dxz=z 



dx[a-\-bv'*) gdx gcos^ g/ 

ds d^x ds , 

-— vdcù 

fit fit dt v^dfù 7,v^dr 



a-{-bi'^ g g ' g[r--{-\)^ 

dr= M dt'' — âx-^y — — u^dr f-i- — ^ -1 

_ v^r^—i)dr 
gr{r'-+' i) 

Pour avoir les valeurs de /, a*, j-, il suffit de substituer 
dans ces formules la valeur de i^ en fonction de r et d'in- 
tégrer. 

Si l'on pose 

a zr- o et n=z2f 

on a les formules que l'on donne dans tous les Traités de 
Mécanique. 
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La réduction aux quadratures réussit encore lorsque la 
résistance est exprimée par la formule 

a -+- ^logf^. 

Au reste, cette hypothèse peut se déduire des formules 

précédentes, en écrivant a et - au lieu de a et £, et 

faisant ensuite n = o. C'est ce que l'on reconnaît facile- 
ment, si Ton observe que la rraie valeur de la fraction 

pour 7z = o est log v. 

n 

Jean Bernoulli fut provoqué par Keill à déterminer le 
mouvement d'un projectile dans un milieu homogène^ 
lorsque la résistance est proportionnelle au carré de la 
vitesse. Il entreprit de résoudre le problème plus général 
où la résistance est proportionnelle à une puissance quel- 
conque de la vitesse \ bientôt il réduisit la solution à des 
quadratures, et eut la satisfaction de constater que Keill 
ne savait point résoudre la question qu'il proposait. Ses 
recherches furent publiées, conjointement avec celles de 
son neveu Nicolas Bernoulli, dans les y4cta eruditorum, 
Lips., 1719, p. 216 (*). Plus tard, Legendre (•) apprit à 
ramener aux quadratures la détermination du mouvement 
d'un projectile, quand la résistance est égale à une con- 
stante plus un terme proportionnel au carré de la vitesse. 
On peut encore consulter, sur le problème balistique, 
Euler (»), Borda (*), Templehoff (») et Moreau («). 

Jacobi, Journal de Crelle, t. XXIV, p. 26; 1842. 



(' ) Voir aussi J. Bern., Opéra, t. II, p. SgS. 

(') Mém. de VAcad, de Berlin^ 1782. 

(•) Ih., 1753. 

(•)//>., 1769. 

(») Ih., 1788-1789. 

(") Journal de V École Polytechnique, XI® cahier, p. 204* 
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3. Un point matériel se meut dans un milieu résistant 
sous r action (Tune force qui agit toujours dans une 
même direction 4 Déterminer la loi de la résistance du 
milieuy lorsque on connaît la trajectoire ^ et réciproque* 
menty déterminer la trajectoire, lorsqu^on connaît la 
résistance. 

Prenons l'axe des y parallèle à la force et dirigé dans 
le même sens ; nommons x, jr les coordonnées du mobile 
à l'époque t^ s Taxe qu'il a parcouru, Y la force qui le 
sollicite et R la résistance du milieu. 

Les équations des composantes tangentielles et nor- 
males que nous avons rappelées au commencement de ce 
chapitre nous donnent 

P-j- = — R + Y-f, 
as as 

P» dx 

— = I -7-) 
p ds 

OU, si Ton remplace p par sa valeur — : •— •, 

^ ds^ d^r 

Dififérentions cette équation par rapport à a:, en obser- 

ds^ dy^ ., . 

vantque— = 1 + ^; il vient 

^'_ çÇr I r/f d / Y \ 

ds dx 2 dx dx l d^y \ 

Vd^J 
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» fîtioi 11 > tn w niî^rrî II ii|>v»ll'y r .jainq 'iJjpBih no ^olfiji'» 

. .: r.{» .1(> > <; •♦Il ;i'i M rio'i ?>uri'b Mlifyt^lJi'I ?.ik>?. .'^iiiduioi 

< r Cetmférmdlfr^fitfsààl k dpttUe pn6Uéitt|è ifttè'Ittfq» 9i^us 
sommes* Iproposéi'*'!'! s^ ^«t> L itoiv/ >/ •!.•.([ .n'iirct -n-jui 

résistance smt ljrp^rliopn|lle au,caj|ré dç,,l;^.yri^ç ^q^,^ 
la densité D au milieu* on aura, en nommant a une 
constante^ ^ ^ 

Cette foFÉWiïte'ftîf fedtitittïti^i 'fcm'îjîw ei 'm'^pfiii 

quelconque du milieu, lorsqifé^Piiri'QiaiiieîâWJj^Sirej 
et réciproquement, elle fait connaître la trajectoire, 
lorsque l'on donne l^^!^3nsit€. .,^^ ' 

cLc 
Corollaire IL — Il est ^iSé dçlVoir que p — est la 

demi-corde du cercle de courbure menée par le point 
nomme q cène corde, on aura* 
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Cçtte formule nous monire que U vUciss^ dd mobiiô est 
égale, en chaque point, à celle qu^il gagnerait en tombant 
dans le vide d'une hauteur ég^le au quart de la corde de 
courbure, sous Tinfluence d'une force égale à celle qui le 
sollicite au point considéré. 

La question qui nous occype a été résolue d'iine ma- 
nière fautive par Newton, dans la première édition du 
livre des Principes, pour le cas d'une résistance propor- 
dcÂmell^ au carré de la vitesse; Terreur à été corrigée 
plus tard sur les indications de Jean 6ernoulli« ' 
Nkwion, prîncipia^ lib. II, prop. lo. 
Jban Bkrnoulli, Jeta erud,, Lips., 17 13; 
Opéra, t. I, p. 5i5. 

4« Un point matériel se meut dans un milieu résistant 
sous Vattraction d^un centre fixe. Déterminer la loi de 
la résistance, lorsque Von connaît la trajectoire^ et réci" 
proquement, déterminer la trajectoire, lorsque Von con- 
naît la résistance^ 

Prenons le centre d'attraction pour origine des coor- 
données polaires ret 0; nommons P la perpendiculaire 
abaissée du centre sur la tangente à la trajectoire, R la 
résistance du milieu et F la force d'attraction. 

iNous avons les équations 

, ' * ' ' dv ^ ^dr . 

ds ds , 

— =:--F.- . 
? '^ 

D'après la relation p = r— » la seconde équation peut 

s'écrire 

' ' dr 

I. 3« ÉDiT. a3 
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=^-¥^'dj[^\dP^)-^JF'ds{^d^V . 

SiûFoQ. céi»||i^ ^y» é^iùi^Të4cftiii^e à la première 

équa^îjbth,<piiréiUcpiid^|Si)tti • iJ^^i^.asa /^»l 

CoROLLAiiiB I, *^ Supposons que la résistance sof^'^K- 







Celle équalion fait connaître la dénsilé, lorâQpra IfUlra* 
jectoîre e^tîdonnée, et réciproquement. 

CovijjEiAwvrïl. -û Si Von îMAmê'^ Jaigoçde db cercle 
de courbure qui coïncide avec le rayon vecteur, on a 

Celte relation nous frnArmt une remarque semblable à 
celle du corollaire II, dansle tliéorème qui précède. 
.6^ 
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Corollaire lUoi-^JOn tfsQ<dpjla foip:tiilèi^B^l)3iif dé- 
signant par C une constanie^^ 'y 

Cette équation rfous^f^U ctona^^ d'attraction, 

lorsque la trajectpirë et la déhshé du milieu sont connues» 

Jean Bernoulli, jQ^fffnptiii¥»ip.i247fc 

5. Comme appBqatioï^ (|es:qeux queélions précédentes, 
nous indiquerons quelques résultats auxquels on par- 
viendra sans difficulté psti^'ïià kiiàtpl^ à}>^liba^idn des for- 

ob ff<^?4WPfir,.pQi^,f^pppsœrcgï^i9 ffi^!fRfe«<i^e 

Taxe des j^ est dirigé dans le sens de la pesanteur. 

Un point pesant^ se meut dans un milieu dont la re^ 
sistance est proportionnelle à lc^(déniiBksfé^cao^im^ de 
la vitesse. 



i? Iiff^ tn^jecto^re ^est un^^ld^i-hù^ç^nféi 
2tH&s^ 'à')iWk^j^rehortzuntq^, — 



erence sUuee 

' 



1 ^ 



*cifhl UfèpiVB>i ç'jJHrr')I> £>\ 'niir.nno'i Jit.i iroiliiup' 

3lJ'JlllfilJpO'Hjî)'>l )'J .'J-JHUOi^jr I 

3 gx I 2, 



.t..J 



h iJO ,"U'iJj*>/ flOVbl i^ :)'>Yii 9l)i;)fI10':).lUp CiluTlU'O '.l 

NewtoIc, Princfpta, lib. II, prôp. lo, ex. i. 
I ^^ , q , 

a° Za trajectoire istunc IijpirboS: de Vo frire n-^i; 

n oî(fr.l(l«Tr)«i 'jn(.ij> i')i 'xirj :fnnàffrf> «rjoii i.oiirl}; .; , ) 
.'jLîio'Viif irp jiiij ûlTiU oi aâm^ll I/IibIIoio* i» j I"> 

23. 
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On trouve ,[5^ 

D = 



^ EuLBR*, Mechan,^ t. I, p. 4oo. 

• D. Xa trajectoire est une parabole de l ordre n. 

Déterminer la résistance, .D\\\»\i' 

R = 5i r r-ZT. ^- ^«]m9( 

. 7. Z/n poi/i/ wflténel safne(ff^^o_u&,f[aUf'actiqn d'un 
centre fixe dans un mitieu dont la résistance est propor- 
tionnelle à la densité et^ç^^Çjf^fid^^h sM^tùf^Hnïl A 
1° Uattraction est proportionnelle à la n*^*"* puis- 
sance de la distancej^ et $e ce^p^ d'action est situé' sur 
la trajectoire qui est une circonférence^ 

On trouve^ en replv^^eja^lUlpan1/ rattraction à Tuoité 
de distance. - , \x \ 

R = -T v{/i -h 5) r»sîj|>ï>u^ ui^ n:n\i>v\V^ »\ 

'. j ,.• "... .>r*- :.t f ii.flici iJ.V-V'' i, /.'! ,;! \> )H ' <»^. 

%^ La loi de l'attraction est la même, et la trtif^H' 
toireestdnêspîfàlôlôga/'ïthniqÙ6âont''"le pé^e occupe 
le centre d*attractA>ny'P ^ , ^ 

^ rotang a logr. 

On trouve, en supposap^^gue le mobile s'approcbe du 



pôle, 

« .'-, '^ ix 

D=:-(/f -f- 3) • 

Newton, Principia^ lib. II, prop. l5,_l6f 

8. Za trajectoire est une circonférence dont le centre 
est le point attirant^ et la résistance du milieu est con- 
stante. ,yAy\\\m\\\\^'\'yM^\'^.\ ^\ 

Soient a le rayon de la circonférence, ^o larvrle&ac^hii* 
tiale, h la résfôt^ijice; 4^ milieu et^fFarc décrit danâ le 
temps r. . *-^ — —\ .^—y.-^ il 

On trouve 

A rînstam>oA*iA ^ît^e'i^td*vt,^'-» -^^ ^^^V^ ^^^ «\ •^M-u^.^^'^ . 

9. La trajectoire est une spirale logarithmique dont 
le pôle occupe le centre' ^hhracïion y 



5SU 



. ^DiiffcJ'io 



/a résistance est proportionnelle à la n*^"** puissance ^de 
la distance au polé^^ ^ c r î^ v r- /l 

Soient a le rayon vecteur initial, i^o la vitesse initiale 
et h la résistance àPunitê de distança 

On trouve, en supposant que le mobile s'approche du 
-Mife;\ \A v> .Tiuv^ux :^\ ^>^ \\o\v>ïnx\i^ \ ^Al svA v^A l 

{n H- 3) cos^û^^f\'^xiau/ii v-A^iv- i>\ 
, EvLEK j^AIechan,^ t. I, p. 4^2. 

ub fidDOiqqBa olidoxn ^f 9Jf p„ J [qc80 q jua ao ,'^i/anit nO 
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MOUVEMENT D UN POIIfT UkTt^^,,^g^:g^l^^j1^Tg^^ 
SUR UNE C0UB%,RfflF^,^,^Çfp5f^^„^^j ^j 

Nommons s l'arc de la courbe que parcourt le mobile, 
Xj Y ^S^les eompoftantes-dbJar ibr^ ^célé«pitiieepfira]- 
lèles aux axes coordonnés et à la tangente tie la courbe. 
Le mouvement est détejjçin^ gprjl'egi^atjon.^ ^^^.^ ^^ 

qui a pour intégrale première ^inoisp^ëaoo isq 

jg:^J = ij/:(X^^.Y^);^const. 

<®^ j r 

Quand la force est dirigée \%îte uti> eëDtrg^\fixe^ ^ Ton 
nomme F cette force et\r laîS^sts^ce dtrimobilàfau centre. 



lesiequations précédentes deviennent . 

r^' *^ \ 5: — Tx I 1 /ç^ 4- 1 * x^\ 

ol d^s '\^dr 5:J ..V V 

( D) ii' = p» = ± 2 r^i^^"cohsl\ ;.V "" 



Le signe supérieur coUTient à une force répulsive et le 
«igûe înfërieup irôate Force attractive. 

4 , 27n point matéftfl, ifsfpje^p fTft^^ ^^^' ^^^ spirale 
logarithmique et attifa vers le pôle par une force in^ 
vémnini^ï^êféiomêlUm M^mdf^UdmhWpàrt 
sans vitesse initiale tViû^è^liièùince égale à a. Déter- 
miner le temps nécessaif^e à ce mobile pour atteindre le 
pôle. 

Soient log - = - l'é^adftl 'dèîÊ spirale et.fi Fattrac- 
Laformufô1[©]fiftfti#éRjhâ(««JO^ t^J ^^ ^< 




■J 



Or, d'après l'g^li'i^fiBâ kg'W \^m)if^ '''' J^^'^^^'^^^'Oia ^).I 



r 
par conséquent, oioimoiq 'jlm^jjnr iuo(i c iu\> 

en sorte que le tem^lèhercAlfa pdur valeur \ 



4Dl 

o 



= \/ — ^ - ^i arc cos v^^r — r^ 









è. ,x \ ^0,'r^ir^:*^, deux droites ^xes 
\ \ • ' veriical^ Déterminer la duv 




I 



que le. système exéèStëtoHr 

gèremeht de sa position d\ér 

': <a-^\. ^. V i(Y> - m • -^ ^ ^'àilBre.^ ^ ^"'^ ^^'^ 

droites fixes; ,2Dà/iièb 

a et a^ Jes valeurs de ces dimpces.qui corre3pondent à 
la 'posîtio5|j;d^é^ùîKbre?^,^ '^^ ' :\^; '^ ^'»'> ^ ^ ^; ^ ^ ( ^ ' 

droites fixés; 
f/ ri^clîtiaisoiifiittltiirflëMëtès'dédi^ '''' '0 

a et a' les angles qu'elles font avec la vertîcàle^*"^^^^^P 
T l'action mutuelle des 4^^ p^^its qui ^s^ tran^smise 

par I3 ^lige PP\ ,. ... ,,/ ' ^^ 

Les équations'du mouvemeot sont les suîvantesr: . . 
m -— = mg CCS a — T cos^, 

.u[oî»^Tr JrfiTi?'. f^niAfciorg ^{ jo .1 ng-»J/ri rJijq 
m cosy' -7-5 /w'cos(p — — = mgcosoL cos^' — /»'^cosa'€os«. 



^SS»\m»i9^Vmiff^h^4^^^ l'équalion précédente sous 

=: — mgcosoL (x[ .TYvWiÇRfi' ) "^ '"'fi' ^®s*' [x — a/ cos /). 

Remplaçons dans cette formule Xy a:' pat'^a'+z, 
a^ + jz', et observons ip»J3&>MiO(>n3^9i«m&rè'4JsV\itil lors- 
qu'on y fait X =û, x' = a\ ça^'oe^^iiletiPÂ'ëotît édlfesqui 
correspondent à réqu^ibiseuiit' ?ie«P^^iJiâ^gi^^M les 
<skx}bde8|^|aii96aii)d£siides|p<disJÀa^>^iJi^^^ leurs 

dérivées» ^^■\^'^ r'iiln'}. 

/Ii^.1^ -'^U^jl-^l^^(!oSa^(f*'-2l'i'k)S^;) ^^WViîcili' (i'-^i^COsO- 

Or on peutjfi^rMç^i-5^ w/oR^i^W 4i3 ^, c«t Qn la ré- 

quatîOIL^l .^\iy^ J >.^^i, j,iol ^'»ll->ij{> e'»J^n.-. r-.l xi.-.' 

= [a ^ zY -\- [a! -{- z'Y — 2(« H- z) (a^*4-*»^ycôSr, 1 

laquelle devient, en négligeant les secondes puissances 
dez et de «'^ ^ . \. 

■ .V 20'.) T . X •*Sy^ 'pjW ^^N • ■ 

(2) (tf — «'çosi)« + (a' — /ïcosi)2' = o. 

• .- "..r • • •• . •^- '^^ • 

On pourrait ÉntàînténaÔtélîiiiiner^^' de Téquation (i), 

puis intégrer, et le problème iserait résolu» . 7 . 

Cherchons la lon^uëiii^ 7 du'^é/àiiul'e âîrapl'ë qtti i)dcîrfe 

dans le même temps que chacuu^d«s deux poii^t8\de notre 

système. • ^ A-. • ' ^\^ 
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nous donne pour z et z* des vaJhnïfi8ifciilèIfi>ftof&nT6^0 si 

nous obtenons 

iw (^' — g cos/)^ + /w^ (g -^ a! CQsi]\ ^^^^^^ 
;'>iJfij) jo B '>fM()ifi ûb ODnsJ?rJ> r.I .'\ ' 

folioih jil ir;e îtlii&'j Jib ooeacBdB 
La longuçtiteêes*steQtfpîi})l^Wp^59WrtiW^ 
En ef]l^^,^^ptp,Q^o;iSrle% points P e^ P^ dans leur position 



pendiculaire sur la droite qui dirige son mouvement. 
SoitO Tintersectionde ces decn: perpendîfçiilaires. Proje- 
tons le contour FAl^OP^sûr fcnJ(cSnï AP^{' 
il vient 

eX no cnlvio om'iiO^kmfciàjiJfHîii^iHsi/^aoogilgon ei/on î8 



libre, à la droite horizontale qui passe au point A, nous 
avons Jgnoo -f- ( x\ ) \'\ c — :^- ~-« 

[m -^ m^)hz= ma cosa •+• m'a' cosa'. 

donnent =^'"^"^« 

"'• '~ {m 4- m') h *' '^ -'^V 



.Sr J J '^ DTmtlQIKKpi /- A-)^ 1/ 363 

la GëomArttcdléinchtainU^ eob ':. j • 5. lun.j oummÎ» ^j; ... 

3. Ûfi j)WU matériel, o^sujeAià ra^er sur une droite 
donneie, est ^oHicilé par une force âirïge^v^rs un centre 
fixe et fonction de la distance à ce centre. Troui^er la 

Mi^És'jliYitéS^^^^ 

libre* 

ctîon'yido ôuou 

Soient : ,,. 

a la dîstancfedfeT^v^^Qtt^iîjiïx^teq,^^ 
r la distance du mobile à ce centre ; 

abaissée du ceone sur la droite; '■ 

,jn9m')\rnom no?. ogntR inj> njïftib crm? oiicfitjlli/io.j 
-9Joi'I >oiiEli«iii)n'KjT.q *»'2b <!5') ob rioijDORTjJni'f O ji.)8 

i£ît}lr If 
Si nous négligeons vlc8)^aBtké& diii^Hlbiéme ordre en x^ 

dans la valeur de ^'^^'T{r)[^ f{^^ i^>r*) doit être rem- 

2IJ0U .A Jiiioq ^JfiJ>«-=iB(£ xuji ABinoxhoil jiioib i;! li f-ndil 
•^ = — 2r/(fl) -h const. eifovi: 

s écrire . 

Jn^nnob 
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On en tire , ^noyB ôyoVl 



/ a dx 



I/o » 






çgiu^llis'I) 



en sorte que la durée d'une oscillation est 



T — ^V/»-;^' Q ^Vi 



.4;- ,.'r.v^-^--:s 



' Si, par exemple, la force est une attraction proportion- 
nelle à htdbtanoes^niq e-iméiUi.up a-al -?^^ils?>n «o"l 18 . 






fA étant l'attraction à Funité de distancé. C'est iliF¥^hfliÂ 
donné dans la Mécanique d'Euler, t. U, p. 01 . 

Les formelles' sgén^ralesifipi précèdent siif^osent que 
f(a) n'est pas nul. Sî^ette conilnion n'était point rem- 
plie,' il faudrait*,-dans. laN^fleui^de^9 conserver des 

puissances de x supérieures à la seconde, et le^^irésuftals 
seraient changés. .<D<'ODa x 

Ce cas se présente, en. particulier, lorsque la^iQ^^ 
centrale est le ressort d'un fil élastique lié d'une part au 
point mobile^, d'autrepart au centfb ??^^'^ ^v 

Soient Ij* ïâ tension du^fil a^'^soisr c)()effident d'allon- 
gemeïit?*1f'^5"5Ùpj^sons que la' longueur /naturelle du fil 
soit égale à la disl^ance du cçiUre à la droite. 

. 1\ \ lùXci- -^: 

■■ — -V—VZ "^ —. 



JSom avons jiUù^jiU. 



d'où 
d'ailleurs 






Substituant ces valeurs dans 1 eguation (i), il vient. 



S= -s j^^«<«' --)-'] 



dx. 



Si Ton néglige les quatrièmes pmes^cesîcfej^ fc -Alm 

.10 .q çll J ^ loluwi'i) j\\\^\^\i^j;AL ù f.iiiAi •jjinob 
■»up nv^^oa^c=iwèl^^*ml(^ i#i^ «ifjiijijaùg^ «fiai ij^j fol j.l 
,-ia»l Jiliuq JliiJîi u n«.)inbiiuj •>iJ>7ir .ii>n -;>ij j^ t 11 ^.»| y 

^•j>b 'I') nop.tîcr) , ^t =3^^-HatiiVA^»J-3ii44i=5.U* -ibiicl IL. oilq 

U' J'iiiq ')»!U b ^iil 'jhpij^f.l^ 1j) nu b jt')^' 1 J j" ^ ')b- »Jiio > 

, 2a yAao/ii ^affin^) ni] tf-iiy»j-:;4qjui i.^^'l* m in ion 

-iiolliib jfr)i«)ilt'>^/i 4^«>eoi*^Tiltiil iu/iKi\jTlî\ J If'i^t.V- 
r 'iij')n;-iioI i^[ »xjj) -:nu<oy(jnr~f p^^rfjni 



i'ù ub-t>ll3):jîfiir 'iij')n;-iioI hl ixjj) -:nu<oy(ji1r~f J*^'^rfini'j;j 

-■-:- ^=f^r^^ 



v-^ 



sin'ç^ 



fi v.o ( 



L'hivégrtflé^d^fiûito' js9i;"ttâë^ fi^ictidti^ elllptfqfii* 4&ffihe- 
mière espèce dont le modalèrestTT^L* i . 

4, DeuXiDOints Ai et B cfa/U donnes^Jsur une même 
droite horizontale^ trouver, dans le plan vertical mené 
par ces dewç points, le lieu ifun troisième point P teL 
gue la son \me der temps hê^sia ir e s à un poi nt pesant 
pour parc nirir le^ i^roitek AP j?£ BP, topqu^oA le pose 
successivement en K et ^ sans vitesse initiale, loit égale 
à une quantité donndiéOf.'Aisavioï ri i\ . loons ovînc no 

P^iiônëiWS^^^\])rt eboitiobiiiééft s«ipVk (faéite ÂB, à 




Les. formules du mouvement sur ùà plan incline nbus 
onnent de «uile lequaiiTO ^ ^ ^ 

1 JL . 

,'► MI » ' \ït \yi\ tVi ( ff TT7 r^)f n T)1 n<> T j'n.i^Tjf^fti'^^)? )'! Hitayij^yi 

rjî '^rnw'I atftîD J'iuow.q 9fe-Ioin ?! orip owoînoT auoi 
Élevons deux fois au carré pour rendre Téquation t<|lAoii- 
nelle, et posons - "o /r» euo /^ 



..Uacq^^ic ^^^ 



uo 



II vient, après des réduction^ faciles, 

,uaoo '*- «>î: ----- > - / — — I ) : . , 
(E) ...^..c^.— ,-— _. 

^ ' "M%l{rï)é^sé^'c5^ 

d'iiDertazi^HK}Oià iSqr^tneliii'àxe dea x\e% a9joifriUlftH[iieoà 

la droite j- = — > l'autre situç^ au delà de celtelàeftlïSre 

droi (e et formant une sorte d'otûle. Celte seconde branche 




faut que c soit plus grand que a a. La première branche 
est le lieu des points P tels, que la diïïerence des temps 

est égale à la 
elfe Fécfuâtlon 

3^4\^w,'jgÇ:\i\ n - U lui i\ r ] ' <\ .\\t. ■v^>A M^nr5^ r - ^v U 'A^«rl^ A »i y 

on arrive encore à la formule, (E^ku&\o\) bV\^l^uv^y , s\.\ i^ . 

c 5. Déterminer Jà courbe, sur laquelle daitslisser un 

point pesant, pour tfu il (ùsscende ap Aau^urf égales 

dans dàs temps ésaux. ' ' , . , , 

O/» suppose fa que la tansente àtl onsine des arcs 
^^ ^. , fiMiJfiripo 1 'JUÛ? ih Jii )nffOb 

parcourus est verticale. 

Prenons Foiîgîhé^au'polnl où lefmpUveiftcnt cdw menée, 
€t Vaxe desW YertijcalMirigélde haut en b^s.'^Soit /3 la hau- 
teur yerticMe que \S inolme parcourt dabs Twiité dé 

. il©l»pf -no ij BU j «M oJ)r)'>*i njoij -in:.) jjr» *»î.A yiDf» -'110/ ^M' 
Nous avons eumi,q :•) . ,I[iii 

— zîq^agy^eonst., 



ou 



js^ dr^ ,pli')B}jî(f^iïnbi».i £9b ê-Jiqs .moi? il 
dy dt* \\i- *dy^f^t^ ^ 



- '''i 



^ttfrfàulff en^galft à'jB' ç'd^àilleiursçy ipàfr ihj^poll^àse, >aD k 

oifotiii'id jbno'jog «^JJoJ .olr/^oT) ûlio< 'jf^ix Jiicik lol J13 yJ ioib 
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par conséquent) 



P'^. = ^Sr. 



dy 

3 
La courbe est une parabole de degré - 5 son axe est Taxe 

desj^, et son point derebroussement est à Vorîgîne. On 
Ta nommée x5ocA/*on«. 

Leibnitz défia les disciples de Descartes de résoudre ce 
problème ^ar les méthodes de.leur maître, sans employer 
le calcul difTérentiel. En eflTet, ils ne purent y arriver. 
Alors Huyghensf (*), Leibnitz (**) et Jacques Ber- 
nouUî (***) publièrent différentes solutions, les pre- 
mières synthétiques, la dernière analytique. 

6« Un point maté fiel se meut sur une courbe avec une^ 
vitesse constante^ Quelle doit être la courbe pour que la 
vitesse estimée suiv^ant une droite donnée croisse d^ une 
manière uniforme? 

Soient ^ la vitesse du mobile sur la courbe, c Paccrois- 
sèment de la vitesse dans Tunité de temps suivant la droite 
donnée. Prenons cette droite pour axe des. a:, et le point 
où elle rencontre la courbe pour origine des coordonnées. 

Nous avons 

dxy dr^ 

dp di' P > , 



(*) Nouvelles de la République des Lettres, octobre 1687. 
(**) Àcta erud^f Lips., 1689, p. 196 et sui?. 
(*»*) Ib., 1690, p. ai7. 



et ,^t!OJJl) M'HO . i.. 



d'où l'on tire, par intégration^ 






Éliminons dt entre cette dernière ^nation et la pre- 
H^^l fi'ï^'ÎÇÇV^ ■ -'^••>^ •>!> )lwff;n;ri -uni î^'i xl (m . lU 



iiO ,f>ciî 



®Sf^■BSW??IpT=»t^^•^.••a M. ^1»[qi. ^.>l mM. M..nh . I 



-'»!([ i* »l rr'Coitjdreco8«^++-+43'!44 ^505^3^4 .**•■ i(!ri. r 
.•«rrpïîylrfîr nMiin^jt) r.l .'-•Mr'»f!'.ffia7> '"ii'iri.» 
C'est Fëquation d'une c/cloïde dont le cercle générateur 
a pdttt ^y^V^J^t Wttlë^àdi* Itt^ <»i^të^ jè^^ àït\'' \ *^ ^ * '* 

Saint-Pétersbourg, t. X, p. 7. On trouv»à^^iBék^^dl9^aà'' 

rVn poiTtt pesant est Iknce hi^ec une vitesse con- 
Fig, 4g, ^ ^ue, aans une eurectioh 

A o ^ — Jiori^^ntale A&i't^twile 

^\^^^)^^^,^'^'î^r"- -^stloi^urbe sur laquelle 
^^^ le point doit se mouvoir 

powr qué'sà 'distdncF'àu point Jixe O décroisse d^une 
manière uniforme?'^ '" . -'^^-^ » ^ -u. \'^M^ft t.i t Vom'./ 

SoieAt r la distance du mobile au point(OyAI''angli qàé' - 
I. a* ÉMT. 24 
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ce rayon vecteur fait avec la direction OA et ^ la vitesse 
initiale. 

On a, d'après Téquation (B) placée au commencement 
de ce chapitre, 

. ;^ + ''^^ = P'H-2g'rsme, 

A l'origine du mouvement, 6 = 0, — = 0, —- = ^5 

dr 
d'ailleurs — est constant par hypothèse. Par conséquent 

l'équation du mouvement se réduit à la forme simple 

^ — JL ^^ 

>fr sfig ^sin 

On en tire, en nommant a la valeur initiale de r. 






v/sin d 



Telle est l'équation de la courbe. Il faut nécessairement 
employer les quadratures pour la construire ; car Tînté^ 
grale qui figure dans l'équation ne peut s'obtenir sous 
forme finie, elle dépend des fonctions elliptiques. La 
forme de la courbe est celle de laijig* 49» P» ^69 5 elle 
comprend la droite AO. Sur la première moitié de la 
courbe le mobile s'approche uniformément du point O; 
sur la seconde moitié^ il s'éloigne uniformément. 

Leibnitz proposa ce problème aux géomètres de son 
époque ,~ et nomma la courbe paracentrique isochrone. 
La question parut difficile, car la première solution se fit 
attendre pendant cinq années^ elle est de Jacques Ber- 
noijilli et parut dans Içs-jicta eruditorum, Lips., 1694- On 
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iroQvei^ une généralisation de cette question et plusieurs 
autres problèmes du même genre dans un travail de 
Varignon qui fait partie des Mémoires de V Académie 
des Sciences de Paris, 1699, p. 1. 

8. Trouv^er uae courbe telle, qiiun point pesant P 
posé sur cette courbe en un point donné O parcoure 
rare OP dans le même temps quil mettrait à parcourir 
la corde. 

Soient r la distance du mobile au point de départ, 
e Fangle que ce rayon vecteur fait avec la verticale et 
s Tare parcouru. 

On a 



dt^ "^ dfi 

par conséquent, le temps employé à parcourir l'arc s est 



zgrcosB; 



•ye. Kir 






D'ailleurs le temps qui serait employé à parcourir la 
corde est égal à 



\/ 



2tr 

^cosd 



Écrivons que ces deux temps sont dans un rapport donné 
a, le problème sera plus général ^ puis différentions Yé- 
quation résultante par rapport à Q. Il vient 

dr^ dr 

(a»— i)cos*Ô --- -4- aa'sinO cosô r -- -4- (a'sin'e— cos*ô)r»;=: o. 

Cette équation est homogène en '* et — -, on pourra donc 

24* 
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Fîntëgrer. Pour cela, îl suffit de diviser par r* et de 
poser 

I dr 

alors on aura une équation du second degré enz que l'on, 
résoudra. 
Soient 

les deux racines. 

Puisque 

dr 

— =zdBy 
r 

Tintégrale générale de l'équation proposée sera 

C et C étant deux constantes arbitraires^ 

Supposons maintenant que a soit égal à Tunité. L'équa- 
tion différentielle devient 

I flr CCS 9,0 
r dO sinaô 

et si l'on intègre, on trouve Téquation 

logr = - log sin 2 H — loge, r* = c* sin 2 0, 

2 2 

dans laquelle c est une constante arbitraire. 

On voit que la courbe est une lemniscate de Jacques 
BernouUi, qui à son centre au point de départ, et dont 
l'axe fait un angle de 45 degrés avec l'horizon, 

N^ous devons cette propriété de la lemniscate à Saladini 
(Memorie delV Jnstituto Nazionale Ilaliano, 1. 1, p. »)• 

La généralisation que nous avons indiquée est de 
M. Serret [Journal de M, LiouMle, u IX, p^ 285 i844)- 
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. 9, Un point matériel^ assujetti à rester sur une courbe^ 
part du repos, et se meut en "vertu d'une force dirigée 
"vers un centre fixe et proportionnelle à la distance. 
Quelle doit être la courbe pour que le temps employé à 
décrire Varc soit égal au temps que le même n^obile em- 
ploierait à décrire la corde? 

Soient : 

s Tare parcouru k partir du point de départ O; 

a la distance du point O au centre d'attraction; 

p la distance du même point au mobile ; 

6 l'angle des deux droites a et p\ 

r la distance du mobile au centre d^attraction. 

On a 

— . = — 2 I rdr -f- const. = [a} — r»), 

et puisque 

/•'= p* -h a*— 2ap cosd, 

-T- = J^ap cosô — 0*. 
dt ^ ^ 

Considérons d'abord le mouvement sur la corde. Il noud 
faut poser ds=:dp,ei considérer Q comme une constante* 
n vient 



JC^ dû . p — acosO fr 
^ = arc sm *- 1 — 

o \/2apcosB — p' «cosô a 



Si maintenant nous considérons le mouvement sur la 
courbe, nous avons 



dsz=^dp^-hp*dQ', 



^napcosB — p^' 
Égalons ces deux valeurs du temps, et différentions Vé^ 



iyH mégahiqxtb ràtiounelle. 

quation résultante par rapport aux deux variables^ p et 0. 

11 vient 

cosô ▼ r r 

d'où l'on tire, en élevant au carré, 

2 taogO rfp = p (i — teng*0) é/0, 
dp 
P 

La courbe est une lemniscate, comme dans le problème 

précédent. 

OssiAN Bonnet, Journal de M. lAottuitte^ 
t. IX, p. ii6; i844* 

10. Trouv^er V équation différentielle des courbes tau'^ 
tochrones pour un point sollicité par des forces qui agis- 
sent dans un même plan. 

On nomme tautochrone une courbe telle, qu'un point 
matériel, qui part du repos et se meut sur cette courbe 
sous l'action de forces données, emploie le même temps 
pour atteindre un point déterminé, quel que soit le point 
de départ. 

Soient : 

Â le point où se termine le mouvement^ 

B le point de départ; 

s l'arc qui sépare le mobile du point d'arrivée A, 
compté à partir de ce dernier point; 

a la valeur initiale de l'arc s ou l'arc AB; 

S la force motrice estimée suivant la tangente à la 
courbe dans le sens du mouvement et exprimée en fonc- 
tion de l'arc. 
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Ifous avons 



5F = V, ^ ' 



en sorte que la durée du mouvement est 

ds 



-r r- 



u» 



Cette quantité doit être indépendante de a ; en d'autres 
termes, l'intégrale indéfinie 



/ 



•" -=/(',.) 



(X"^*y 



doit devenir indépendante de a lorsque l'on y pose 5 = a. 
Or, pour cela, il est nécessaire que /^(a, a) soit homo- 
gène et de degré o par rapport à a \ nous pouvons donc 
poser 

d'où 



(/"'*)" 



Si l'on élève au carré et que Ton différqptie par rapport 
^ 5, il vient 



— Srff = i/. "" 



Cette équation doit convenir à la courbe tautochrone; or 
l'équation de la courbe ne saurait dépendre de a, par 
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a' 

conséquent j= — 7— r=n ^^^ indépendant de a, ce qui exige 
que Ton ait 

d> ^ 
ou 

k désignant une constante indépendante de a« 
Il suit de là 












ou, si Ton exprime S en fonction de l'abscisse Xj 

— -^jLif 






Telle est Téquation différentielle des courbes tauto- 
chrones. 

Huyghens, le premier, s*est occupé, des courbes tauto- 
chrones ^ il démontra que la cycloïde est tautochrone pour 
un mobile soumis à la seule force de la pesanteur (jETo- 
rolog. OscUL, P. Il, prop. aS). Le problème inverse, qiri 
consiste à déterminer directement les courbes tauto- 
chrones, fut attaqué d'abord par Newton dans le livre des 
Principes, lib. I, prop. 53. Plus tard, Euler s'en est 
occupé dans les Commentaires de Saint-Pétersbourg, 
1^29, et dans sa Mécanique, t. U, p. ait. 




41 . Trouver les courbes tautochrones pour une force 
Fig. 5o. dirigée vers un centre fixe et pro- 

portionnelle à la distance. 

Soient : 

fx Fatlraction à l'unîté de distance^ 
r le rayon vecteur 5 
f Tangle que la tangente à la courbe fait avec le rayon 
vecteur 5 

P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tan- 
l^ente. 

On a 

S = fATcosy; 

en sorte que Téquation de la courbe est, d'après le pro- 
blème précédent, 

p</(rcos^) TT* 

ds ""4^' 

ou, si Ton observe que cos(fds = Jr, 

prcosçrf(rcosç) z=ij—^rdr» 



On en tire 



TT* 



pr^cos^ç = y— 5 r* -1- const 



4 



T' 



9 



a (r^ — PM = -^ r» -4- const. 

; Nommons c la valeur de P qui correspond à cp = -• 
La constante aura pour valeur — y-^ 9 et nous aurons 

m ,P.=(,-|,),.^-^. 

Telle est Féquation de la courbe. . 
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Examinons les diâerents cas qui p^uveiu se présçnler. 

j—-^i. — L'équation (F) représente Vépicycloïde 

que décrit un point d'une circonférence, lorsque celle-ci 
roule intérieurement sur une autre circonférence fixe 
dont le centre est au centre d'attraction. 

En effet, soient R le rayon du cercle fixe, p celui du 
cercle mobile, m le point décrivant, n le point de contact 
des deux cercles et O le centre d'attraction. 

La normale à l'épicycloïde au point m est la droite mn 
(p. aaS), et, suivant que R > ou <^ ap, on a, avec le 
signe supérieur ou le signe inférieur, 

/ R*;;=r*4-/iiii i:2/w/ï,rsin^, 

-zr = ':t^r;: — - — J P = rsm9. 

On en tire, par l'élimination de mn et de sincp, 

L(R-2p)' R-apJ 
„p,_/„ f'R' \ >R'(R-2p)' 

^""-[^ 4Rp^4W'^ 4RP-4P' ' 

équation qui coïncide avec la formule (F), quand on pose 



' = r/-^^ et c' = (R-2pr; 

alors aussi la condition R ]> p, nécessaire pour une épî- 

cycloïde intérieure, revient à •^~— >^i. 

L'extrémité commune des arcs qui sont parcourus dans 
le même temps répond à ç==o etr=P = c5 car un 
point matériel placé à cette extrémité doit y rester en 
repos. 
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Cette propriété de Tépicyçloïde était ooimue de Newton 
(Principia, lib. I, prop. Sa). 

^P^ = j. — L'équation (F) se réduit à Pœcj elle 

représente une droite située à la distance c du centre d'at- 
traction. 

•7—— < I. — L'étude de ce cas est moins facile. M. Pui- 

seux a démontré que la courbe est une spirale formée de 
deux branches symétriques, s'éloiguant indéfiniment du 
centre fixe, et qui jouissent de cette propriété d'être sem- 
blables à la développée de leur développée [Journal de 
M. Liouvfille, t. IX, p. 4 16 et 392 ; i844)» 
Supposons maintenant que c soit nul. 

y—- > I . — La courbe est imaginaire. 



tt' 



^— - <C ï • — L^ courbe est une spirale logarithmique. 

En effet, nommons a l'angle constant que la tangente 
à cette spirale fait avec le rayon vecteur \ nous aurons 

P»:=7-*sin'a, fAP2 = (fA — fACOS'a)r». 

II en résulte qu'un mobile assujetti à rester sur une spi- 
rale logarithmique, et attiré vers le pôle par une force 
proportionnelle à la distance, emploie toujours le même 
temps pour arriver au pôle, quel que soit son point de 

départ 5 ce temps est égal à p • 

2 ces a y fA 

Enfin considérons le cas où la force centrale serait ré-' 
pulsive. 

Il faut changer le signe de fx dans la formule (F) \ 
alors elle nous représente toujours une épicycloïde dont 
le cercle mobile roule extérieurement sur le cercle fixe. 
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LescUculs sont les mêmes que pour la première ëpicy- 
cloïde, sauf le signe de p qui est. changé. 

La formule (F) est en réalité une équation différen- 
tielle ; si Ton veut la mettre sous là forme ordinaire en 
usant des coordonnées polaires r et 6, il suffit de substi- 
tuer à P sa valeur 

rsincp = 



On trouve ainsi 






formule que l'on intègre sous forme finie, en représen- 
tant le radical par une variable auxiliaire. 

Euler a traité ce problème dans sa Mécanique^ t. II, 
p. ao8. 

12. Déterminer directement les courbes tautochrones 
pour une force qui est perpendiculaire à une droite ^xe 
et proportionnelle à une puissance de la distance à cette 
droite. 

Nous supposerons que la droite ^xe passe par r extré- 
mité des arcs qui doii^ent être parcourus dans le même 
temps. 

Prenons l'axe des j^ sur la droite fixe et l'axe des x di-»- 
rigé en sens contraire de la force. 

Soient ^ix^ la force à la distance jr et A la valeur de x 
au point de départ. 

Nous avons 



ds* r 
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en «orteque le temps employé pour arriver à Torigine est 

/* ds 
1- 

Il s'agit de trouver les valeurs de s en fonction de x qui 
rendent cette intégrale indépendante de h. 

> Posons 

s=ff[x) et x=ihu. 

II viej;it 

_ 7/2 -f- I / y^(^«)(^«).^ rfi 

V 2,* / i:!» ^ 



du 

f 



1 — n 



ou, si Ton fait f' (a:) o: ^ =(|/(a:), 

__ / /g + I i"^^ _jf{Jiu)du 






On doit avoir 
ou 

1 



I 



1^ ^£/a = o; 



or cette condition, qui doit être remplie pour toute va- 
leur de Ay exige que ^(A^) soit identiquement nulle; 
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autrement on pourrait prendre h assez petit pour qm 
^' [hu) conserve le même signe dans toute l'étendue de 
rintégrale, et alors Pintégrale, ayant tous ses éléments 
positifs, ne saurait être nulle» Ce raisoiMiement suppose 
seulement que ^ (x) n*est pas de l'espèce de ces fonctions 
singulières qui changent de signe une infinité de fois, tan- 
dis que la variable x parcourt un petit intervalle dans le 
voisinage de o(*). 
Ainsi Ton a 









Telle est Féquation différentielle des courbes tauto- 
chrones. 

On voit que n — i doit être négatif, sinon -^ serait 

dx 

imaginaire pour de petites valeurs de x. 

Soit 

n — I = — m, 

m sera positif, et Ton aura 



Le second membre est une différentielle binôme que l'on 
intégrera par les méthodes connues. 
Lorsque 

m =r o, ou « = i, 

on a une ligne droite parallèle à la direction des forces. 



. (*) a: sin - est une de ces fonctions sinc^uUères. 



DYNAMIQUE. 383 

Lorsque 

/» = I, ou /I = o, 

<m a une cyclàïde. Il en résulte que, pour les corps pe- 
santSy la cydoïde est la seule courbe tautoohrone daiu 
le vide. 
Quand 

iw = 2, ou /!= — I, 

l'équation peut encore s'intégrer en quantités finies^ maîô 
elle ne répond pas au problème, car la valeur « = -^ i 
est exclue de notre première intégration. 

Enfin, si Ton admet que m ait une valeur fraction- 
naire -> l'équation de la courbe s'obtiendra sous forme 

finie toutes les fois que - sera un nombre entier, ou un 

nombre entier augmenté de - • Posant, par exemple, 

9 3 I 

i = ~, ou « = ^î 
p 2, 3 



nous obtenons la courbe 

Toutes ces courbes sont tangentes à la droite fixe prise 
pour axe des y; elles coupent à angle droit la ligne 

a 
aps=: k"^ et ne s'étendent pas au delà. 

13. Considérons une série dé courbes semblables et 
semblablement placées ^ qui passent toutes par un même 
point A, et proposons^nous de trouv^er le lieu des extré- 
mités des arcs qui seraient parcourus dans un même 
temps^ par un point pesant posé sans vitesse initiale au, 
sommet commun A, et assujetti à décrire successwcment 
les dii^erses courbes. 
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Le lieu géométrique ainsi déGni porte le n^mb^^niiiiàe 
synchrone 'p^T rapport à la série des courbes semblables. 

Soient pris le sommet A^pou]:*X)rigine des coordonnées 
et la .verticale xlirîgée daps le sen& de la pesantear poufC^ 
axe des x. Nommons t le temps que le mobile emploie^ 
pour atteindre la courbe synchrone, s l'arc qu'il déclMP^ 
dans ce mouvement et f: l^ordclâpée (de Textrémité de 
cet arc. 



Pna 



ôt X Vordclâpée de Te 



ou ./ 

jjo'b 






Dans cette formuleL on'rëmpiaWa -J^ par sa valeur en x 

tirée de Téquation commune aux cbuî^bes semblables, 
laquelle contient un para.^éu*e arbitraire a^ ou inté- 
grera, puis on éliiu^nerà^le.p^ramètTlp aWtre le résultat 
obtenu et réquatidp^e&.^èourbe^seafclaDles; l'équation 
résultante représentera la^tburbè syncllrone. 

Lepbzs, s9ftYfi9liJ:ip,t^^w4ff« ojWYMRfcïïftP^fQ 
ne g9prr^^'|%cfti^ç.flnjgjf antjftf ^È9ifi^;i^i>î^^ 
^®°ffl^S^B^»^il^9^fiv4' 'iio> jai(»4è>I>x .-Lêioaiiofiioo) 

L'équation commune aux courbes semblables ç^|^,||§fiy2 
la i9î5?pibjl ^ jjb ièo niciihai^. odn/oj bI ob ornéidoiq 'kI 
.11 •Jj oiiymftA'j^W fi^ ^|.bryèt|-><iib bI 'ij1u3 i(*) illAJoa 

admettons, pour plus de clarté, qu'on l'ait résolue.par . 

c\ 






<^S .Tiaà ^k ,1 
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Si Pon pose 



X 



— sera une fonction de z indépendante de a, et l'on 



aura 



d'où 






dz 



OU 



T»Z 



(/■^.) 



T'/(2) 



(/■^-y 



Dans ces formules on donnera successivement à z dif- 
férentes valeurs, et Ton calculera par les quadratures les 
coordonnées Xy y des points correspondants de la courbe 
synchrone. 

Le problème de la courbe synchrone est du à Jean Ber- 
noulli ('^) ; Euler Ta discuté dans sa Méchanique (t. U, 

P-47)- 

14. Un point matériel^ assujetti à rester sur une 
courbe plane y est sollicité par des forces situées dans le 



(*) Acta erud., Lîps., 1697, P* ^6- 

I. a« ÉDIT. 25 
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même plan et données à volonté. Déterminer quelle doit 
être la forme de la courbe, pour que le temps employé 
par le mobile à parcourir la distance qui sépare deupc 
points donnés soit un minimum relativ^ement au temps 
qui lui serait nécessaire sur toute <iutre courbe. 

La courbe ainsi définie se nomme brachistochrone 
relativement au système de forces. 

Soient a:, y les coordonnées du mobile, s l'arc qu'il a 
parcourue l'époque /, et a, j3 les valeurs de a: correspon- 
dantes aux deux points donnés. 

On a 

ds 

par suite, si l'on pose 

la durée du mouvement entre les deux points donnés 
sera 



•/a 



'dx^ 



Il faut déterminer la relation qui doit exister entre les 
coordonnées x et j^,. pour que cette intégrale soit un 
minimum *, cette relation sera Téquation de la brachis- 
tochrone. 

Nous résoudrons ce problème par le calcul des varia- 
tions. 

Soit 



Concevons que dans^Y la vitesse p soit exprimée eu 
fonction de x et de j^ et nommons M et N les dérivées 
partielles de V par rapport \j eip. La méthode des va- 
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nations nous donne la formule 



dx 



d^ 



dans laquelle — représente la différeniielle totale de N 

par rapport à x. 

Pour exprimer cette formule en fonction des coordon- 
nées a:, y, nous avons d'abord 

d'ailleurs, si nous représentons par X et Y les compo- 
santes des forces suivant les axes, nous avons 

(2) vds;z=i^dx^Xdy^, 

en sorte que la dérivée partielle — est égale à — • Il en 
résulte 

,3) n = -l.(ZT?=-ys. 

Nous avons encore 



(f^ dx ds V dx \ds ) 



dx 

dx 



ou, puisque la différentielle totale — est égale à 



en vertu de l'équation (2), 



25. 
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Sutetit^aiit dà^s k fortàufè(^l) lë^^M^ii^Ii «ë{in^#^ 

, ^ i^x\ ^°cr ^dx ^ 

,^ \^*/ rr as ^ ds -v • f-r r 

•:• I • ;^n'ji.M ^; M;^»ir| •>i.tt"l<''fq Jill H 01)91 

(5) l ^ ^ ^ ' *fiMj[o<î 



.u il 






'àlr 



loin iip '>'j 



Celte éçjatÎQii^^différeniiîclfe* 4ul«e$?mâ ioridir9< jiîegijâsfebie 
la brachistochrone.oLfis ;4)9Ufit) ^Qmi4iM^(4i»'ii«lnroflmra 
rintégration permettront de faire ^nJsérioèt'tfi'ciaaKrbk aux 
deux poînt^ (îo^fl^,^.,^lpr^,,|e,pfofe]^ 
ment résolu. 

Quand on écrit TéqùatïÔn (Sl^dé'^iiianière que les deux 
membres soient positifs, le premier meiAbïyiésï'^i^aVIl 



p-* 



la force centrifuge - 9 p désignant le rayon de courbure, 

et le secondim^tiflyreJS64iëgviA JulaisoiBjiiiJe^diJs.fo]?^^ 
quées, estimées suivant la direct^ çn de la force centrifuge. 
L'égalité de cçs deux q^nti tés coikstitne une propriété re- 
marquable des bracbistochrones découverte par Euler (^). 
£IlâiiMi5i<$)9rviva<dasbIit/que9liQJiAuiVaiKi»;i ri , ni ro xi' 
. La^reclierclie de la brar.bistnnlirnnfi pour nn point pft- 

sw% fui,^mi5fi/^u 'fi99QOUiV5^p.ar Jï9»u^cSçf»<Qi4Ui%(nt'^),*ft^ 

fd i I f * x\yi\t , agit 
(* Mechan,, t. II, prop. 4î. '-''^ 4 «.'r-i ..^4» ï » ^^"^ ■ ^'i-»»- i **) 
(»*) ilcraerurf., Lips., 1606, p. 069; 1697. p. 207. -- »i»tè»nà^«fcKiciilL 



mif^^m^lh^^ f^i,iî^i^;piols é^atient accordée 
pour résoudre le problèip^i(.^jbmt^ j(>*)fle r^ço^u^pres-^ 
<jue aussitôt, et communiqua sa découverte à Bernoulli. 
Comme aucune auïre somâlon ije p^ryml? au temps fixé, 
le délai fut prolongé jusqu'à Pâques; alors parurent les 
solutions de Jacques BernoulH^^)V^âë rriôpha!(***) et 
une solution anonyme de Newtop^****). 

45. Trou\fer^jbraehiJSi(jf^onepour^mà force dirigée 
vers un centre fixe et proportionnelle à là distance. 

Soient : \ ■ ^ '■ j 

r la distance an mobile aiî eèâtre d'attriction ; 

(f l'angle que- le^rayon vecteur- fait avecila tangente à 
la courbe ; — - - i \ i ^ - - 1 \ / ■ 

p le rayon de couroure ; 
siiBé»geti^iilbtiei:Ai6t«3sbàUs^dtri^^^ i!$ttç6tif &) 
i>ii«rB6En«Brû«poir)|pl?torâ;é d»idfesttttii;ef)«o'iJ>oJdirf k. "»< t ) 
«.uaddi«iteaM9niiittl«^e7fj&') »b Jnoij)^)inT)q fionr>>;_'»}ni ) 

-'^lB'gftl*tihW^-es¥hilfei'^^fJnl!à^drM^^ " ^' 

P*L^®>^.¥flHÇffAljm rjîmjKj o[ ^^^.hiïauq Uni- ^*» fi . ., 

fOiiidiuoi ob no^Bi ^l Jijbnn^fJ'iG q f- ;x>u'liiJm:) ) ne»! x,l 

iI|)^aiJleurà,<^ld;Yi)leâS6^initaal]ie^étarniinfl ^^ 

,î)gijii'iJx* J'J ooiot ul *>b iioyj)ub i.l Jm /iiic -. nriri- . ,> ««ii » 
-01 'jl'ji n|«Mq Jtt^tt=»0^bf'Ji'^ )/>fl<^!±rïjil^p'>+r.J^^p ) >L Hil... <.[ 

en outre, la îoùm>éjtktL\mXt^!tS(ç^^ 

^q lifff^q itff iri(,:j ^nioiil ini^iilii. wl kI >f. ^hI ii >fl i >i i.. I 

,Lips., 1697, p. ao3. u- — — 

C^*) ic£a<?r«rf., Lips., 1697, P- a»»- .t», .i...f.j JI 1 /.ao.^ Af. 



sa convexité yerd le cenir e des forces ^iv^i^ftii^oiis df ne 
avec le «igné eonvenalile la^elaûoi;! ^éométraque 

Substituant ces valeurs dans la première équation, il vient 
dP rdr 



,' p-'— . irrXH?- ;,...,,, . .. ,,cî 

logP =: - log (a^ — r^) -h const., 

^ . ■ ' ■ ■. ' • V» ) 

C est une constante. . .ti.i^» ):tM) t 

Comme on Ta vu (p. 378), cette équation repré^te 
une épicybloïde que l'on peut décrire en £tfîsaJtit roiileF un 
cercle mobile dans l'^iniérieur d'un cei'cle' &ie déem^du 
centre deé foi^'eà conÀne centre aveti ttâf rttyoti ^olittiisq 
Si la force béritràléëtàfitré^idsivéi on arrivei:aî«x&'i'é- 
quation .juiil 

qui représente une ep^çy^c/o^V/^^ dqnt Iç çei;clç^gépéj^ç.^Mr 
roule extérieurement sur le cercle fixe. 
'' Au ititèi'éi ron Veutébttettirréqtia de la Uradiis- 
tochrone daiis'^ s^stètâe dés ^oo^minée» pèlnirès'rretitf, 
îrîJuffit'âèf«n^l&éëtP]^ar'ëàvkletït»/r-rirJ ri \ tn>ior. 

d'int^rèf^èk' (fi dëtéMltfétf l^'afett"* «>tkktttêS jîbi^l; 
Modiflioiit^ucrJli «JQittil^ei ï>^^fi?.,fiu|ç,:4i^5ipôînô* à^wnés. 
, 'EwLEKy JHeçhan.^ t. rfi.p. JQI. 

Le problim^ skiivant , ^ rai^yque f au» (mq^Temw^ , d'ftu 



I0<î 

a 
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"^i^J'WÂ'pôïWt matériel est attaché à V extrémité d^un 
fil sans màséè\ sfitUédàtts un plan horizontal et parfaite^ 
ment uni. Déterminer le mouvement du point lorsque 
Vautre extrémité du fil est entraînée sur une courbe 
donnée^ avec une vitesse connue , et que le fil reste tou- 
jours tendu. 

Pour résoudre ce problème, nou& allons d'abord déter- 
miner le mouvement du point relativement â l'extrémité 
du fil 5 ce sera le mouvement d'un point matériel sur un 
cercle fixe* Ensuite il nous sera facile de passer au mou- 
vement absolu par les formules de la transformation des 
coordonnées. 

ir Diaprés le principe du mouvement relatif, nous devons 
considérer le point comme sollicité par une force accélé- 
j^trice F, égale et contraire à celle qui serait capable de 
produire le mouvement r^l de l'extrémité considérée 
OOfumefij^e, / si) iCette extrémité était un point matériel 
libre. 

Premieu cas. — L^ extrémité du fil décrit une ligne 
'Ètàlté d'un mouvement uniforme, 

^i > • loi iF s=i: <^^ par isuite le ppim; mc^tériel tourne d*un jj&ou- 
^emeni uniforme autour de l'extrémijté du fiK- 

Soient l la longueur idu fil, kj^ s|i yùe$S|9,angulaiv^.et u 
la vitesse de Textrémité qui parcourt une ligne droite. 

Si II = /ot), le point matériel^ déc'rit une cycloïde dans 
son mouvement absolu^ le rayon ^du cercle générateur 
. psi./, c^,çfiiv4^foia^ifpjfgrq)^çf^^.^^fp J^^d/re^^^ j^ 

-ngj»^^ ^^Ilé-pôirit "matériel décrit diBiua,san/ii»ba<?;É- 

ment absolu une cycloïde allongée^ c est-a-dire que sa 
ttrâjecftôire est celte d'ùù^itit pris siir !e proiôégepieiit du 
rayon d'un cercle qm>MiW^tt»1i<<tfdwhè^Iieiik id ifeiia a fc 
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ment absolu ^i^;^<:^i^e^'oJ3aciiu!<xé;i'aIebr<-iMl)i«é>^e^a 
trajectoire est celle dVn point pris sur la longueur du 




IJhto^thè&éibr^édëa^'é? ëë"fi'eit'>ëi^¥Vét'^1as gcan:d 

q»e7w.o^ nU ,MH,.|inir)nMun/iJoiTiu..'b'..l3T.>noJno* 

'>t)E«iâtte HisV'-liï''&V»|.ii!|^f I J^^^^ 
droite d^wi mouvement unijoî^mement accéléré. 

Ici la force est coii^tUhèfe en grandeiir et en direction ; 




chkfirèneé'drëà MM^e^'ék^èHHifc 



<l.i..(i nr,. !■) 9bi^. . u.tl t)nn -ir.r; 'j)f.(qarvi HbU 
^ Soien^ c.^le rà;jron de^cette pir,(fo^^efl.c;p,, «,^^,>jit«# 



proj^ection sur la njinçen|e af(|^fj[^^<|^p}^tjPlli^fi ^^{ftdWMf: 

«^ .HUàffl 
(p. 358.), il vient 



i a^p. Lém<$K¥f^p|i^|râktil'aa[)rayiniiti^lli^ii^^ 
décrite par rextrémité duiil sera donc detinèÀie natnre 

caVi^iWilîoii^dinfitk s»lurioTh^T^àt4it^^ ^^'*- ^ '' ' 
ub inonpnol ri in. s'i^cW^^é '' '" ' ' ^' ' '*'"' "'' '^ 

dfecrirùn cercle d'un mouvement uniforme dans son ÀioiiH' 
vement relatif pi aussi dans son inQAivemep|;^f9)i|^(i|^e 
liViSir dé^tieM^ermer cercle est , ^.,. cc»i'\ \ -A 

r v^/^r-f- 7'^— 2/rços9>^, ,. , ..y. ,| . I , .1 



; noftj^iii> 



• iii'ii-»'»» ..- 

IfÇ^j^tgÇç)^ f^i„pi(f)pî0^lqtieAaii)é8ial4mit(( (k8>d$ux fondes . 
centrif^ge^,^|]g^i^8i^ti Iju mouvapaïUveUtif'et'du'mdU- 

exiremilS du fil. Cfeite^^c^^^ç^^^ç^^j js^i^l^,,^ J^^- 



était remplacé par uue tige rigide et sans poi4s. • ^ 
•.t*i 'i«réfaîèp' leiS' iî^y' 'nBiis avons '.exk'mmé "fut le sujet 




n^mmé'' ^b^^^A'rfitl^^^^b^^WoéBtr uns opie8{i(ttt>(ld<£i^- 

Clairault, Métn. de VAcad, des Sc^dè^^Paris^ I736, p. i. 
EuLER, Ilova Jeta JèaSl^Êelrop^yi'j^ ' 
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voir sûr là circbiiférehce d^un àèrclé veHicàl^ pàrteHt 
d*un même point avec des vitesses égales^ mais à des in^ 
stants différents. Démontrer que là Hgnè qui'les^joûiï 
après un temps quelconque enveloppe ttn'èercle, "*^ 

Soit Lune droite horizontale située au-dessus du poiiit 
de départ ^ la ^auteui: qui prod^i^^Hl£L vitesse ifiitiale. Les 
carrés des vitesses des deux mobiles au même instant «op^ 
proportioi^pejs^ aiix4ist^pce;si d^ ce^ipoints . àla, drol^ L. 
Les mêmes vitesses sont proportionnelles aux distances 
des mobiles au point de contact de la droite qui les joint 
avec son enveloppe ; car on voit aisément que, lorsque deux 
cordes d'un même cercle font entre elles un angle infini- 
ment petit, le rapport des segments détermines sur l'une 
d'elles par leur point d'intersection est égal au rapport 
des petits arcs compris entre les deux cordes. Ainsi, les 
distances des deux mobiles à îà droite L sont à cbaque 
instant proportionnelles aux carrés des distances entre les 
mêmes mobile^ et l<ç point où la droite qui les joint touche 
éon enVploppe. • i f 

'Oé là il résulte qiiéî la côurïie enveloppé est un cerclé, 
lequel a la droite L pour axe radical (*) conjointement 
avec le cercle donné.^ -^^^ _ '^^ 

En effet, soient m, >n''Hdeui^ positions simultanées des 

r ^ ' ";• — r ;f ■., ! -) ■ . » . — f ;!.,^ î i<;. ■ . — ; v ' ';'> .j — '-4 rrrty- 

- {*y VBa^9 irMvbal de Aeu% Kterel^ cnil ri» id«oiie» qw iwisid^pArlems àinj. 
jpoints,d'intersectiop ; cette di-oite est ?é^lle. lor^ iofk<bme quelles în^seç- 
tions sont imaginaires. Si les deux cercles sont représentés par* les équa- 

fiem droite jpuit, d>in «^^n^ ivw*»*' 4p , pro|)rié46f * rpcifoii. IcBqialtes 
nous citerons la suivante : lès tangentes menées d^un môme point de Faze 
aux deux cercles sont égales et, par conséquent, les produits ^es segments 
^ aàta^iâiUâsf^Mètfi)6éèirèW^MiAi<^!^/i^'^^^ -^i' ^^-^ <'JnJ0q ^ujL 



mql^Uqç^ >A j^.ceircle donné^ A' ^un <?erclç Ungent à la 
di:oit6 mm' et td, que Taxe radical d^ cercles Âr A' 
3pit la droite }^^ à la di&tancç des jCi^i^tres des ,àeu% .cer- 
cles ; 2 le^point, de cpntact entre la droite mm' et le cer- 
cle A'; znA, m' h' des perpendiculaires abaissées de m, mf 
sur la droite L^ 7» le second point où la droite mh coupe 
le cercle A) p, ^ les points où la même droite coupe lé 
feèrtîleA'.-" '■ ''^ . . ■ .. •• . - ■ 

• ' On a^ d'après les.proprîétés de l'axe radical, 

'U.t .... > .=n^hm{àm — hp — hq -{- hn)=z%$.hm9 
et dç mèkne 



-2 



d'M 



. mh mi . 



mfh' m'i ' 



Or nous atons déjà prouvé que, si^ l'on désign|e par i' le 
ppint de contact dç la droitie mw^ avec spn ènvelopp^, on 
a la relation . , : . .1 s 



>i;r- 



hmiiV f^/M.iii;*f|f|A':ii'ijw''ii< .:i\^ mi )j ><- ,l'Mr.» tel 



"tlonc les joints r, i' se confondent, c'est-à-dire qucla 
dfoite^mm^ est 'encore tangente au cercle A' dans ûnè se- 
conde poâitioii îhfînimeAt voisiné de la première. Il's'eïi- 
suit qu'elle est tangente au même cercle dans tout^,,9jes 
positions successives. '^ ^ ' 

Si le mouvement est oscillatoire, i le' 'tièttlef't^efop^ 
coupe le cercle donné. Si le mouvement embrasse une ré- 
Volutitonremiëi^e,' ieeet^le ëïiveloppe est înftérièui^ où ek- 
térieur au cercle donné, suivant que le mouvement des 
deux points est de mèn^ç «euftou de;Seus<K>mraire.^iteiis 
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tervalles égaux, et lançons un point à chacun de ces in- 

âà>i»^^^ite^ V^c^Wv^èWlëk'âd^aeèhïi^ 
t<iute»a)iiiiéâSé^Cé#è^:>]9étà'<)rlkitâ S^^Sêtfem^^Gè^ 

La propriété du mouvement circulaire qui nous oSëtt^ 
ici est l'interprétation mécanique d ')%9&) J2^[iggp^|^[^es 
fonctions elliptiques signalée par M. Jacobi, dans le Jour- 
nal de M. Liouv^ille^ t. ^!, 1846, p. 10 1. Cette même 
propriété est démontrée céométriguement dans la Geo- 
metne supérieure de M. Chasles, p. 585. 

5e mouvoir sur deux droites recfff^j^^feg-^^, Jy(y^f^ç^^ 

temps nécessaire à chacun des mobiles pour arriy^er à. 

rintersect»fi^dè9klSmwSL}^hm\i!^^^siim^ 

tent du repos. 7: 

* -- \ y nir' oih 
Le temps cherché est 4e même pour les deux mobiles; 

<>* A^WWWÇW^ OQfwwîfiç^ «tîf* fea^t€»p'tj»%^l^WJW^ 



9«Aai'¥fef8,x^felte>lqtt«ls<«^14^aW«*aft?aiMëi?, 'tlbifrvu 
qu'elle ne dépende que de la distance, lestiètdd lUëbifèéitr^- 
ri^ë#bh«lé^'ftft6mé%è^^ &>rMërkéei»M'dëi détiirdi'èitU. 

tf^f^t^^ùjjfér^ur^ 4^Uy^^m^yWtam.aï^ les abtindonme 
q^'4 \cfs ^u[iU^aient. épmsé.tout^yleur vites^ par Veffet 
de tous les différents arcs que chacun desfwMks'WkfMny 

^■^feeirtë'édâWkéW^^ Mi.j.inf.-.'.tr. ...> .um.; .-.?•.• f 1 ;»• 
.-^NuA. .r...:. :.^-J .U ,.^ [..M i ..; :• .''[ . •■ .■'■ 

-a>l^ •.[ f-ijfc^ ju ud-yiii ii'jfui»*»:::^ '»'>i;u- mM» j- ' .• kj )i«j 
a aésignant le rayoQ du cerjcie,;: , , ^ * 

Tiée ja7i5 vitesse initiale JifAn\i(,ndpi4^4ncliné, parcourt 
une longueur donnée^ puis rebondit sur un plan hori-- 

é^ïrë&è^VîncUnàisdn}du pl<À' potit (fÙè là'pbrllSê''Bi 

que le chemin horizontal parcouru Ikir&fHihiSeMpé^édfMi' 
soit un maximum. ■- _ 



L'inclinaison doit êtrede^^grés 
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22. Sur un plan horizontal èt^parfditèméhikniy un 
fil très-délié est attaché par l'itnde ses bouts au contour 
d*un cercle fixe situé dans le même plan, et porte à 
Vautre bout un point matériel. Le fil étant tendu sui- 
vant une tangente au cercle^ on imprime au point ma-- 
tériel une vitesse donnée perpendiculaire à la direction 
du fil^ de sorte que celui-ci s'enroule sur la circonfé^ 
rence du cercle. Déterminer la vitesse du point à un in-- 
stant quelconque et le temps qiûil emploiera pour at- 
teindre la circonférence. 

Soient |3 la vitesse imprimée^ b la longuear du fil, 
a le rayon du cercle, i' et T la vitesse et le temps cher- 
chés. 

On trouve 

23. Un fil très-délié est attaché par V une de ses extré- 
mités au contour d^un cercle fixe situé dans un plan 
vertical^ et porte un point pesant à son autre extrémité. 
Le fil étant tendu suiv^ant une tangente au cercle^ on 
imprime au point une vitesse donnée perpendiculaire à 
la direction du fil^ en sorte que celui-ci s^ enroule sur la 
circonférence du cercle. Déterminer la vitesse du point 
en un lieu donnée et la condition nécessaire pour que le 
fil entier s^ enroule sur la circonférence. 

Admettons, pour nous fixer, que le fil soit primitive- 
ment dirigé suivant la tangente au sommet du cercle. 
Nommons Tangle décrit par le fil, et conservons pour 
le reste la notation du problème précâlent. 

On obtient Téquation 

p'= p^ -^ 2g[{b -^aB) sînô -+- a (i — cosô)]. 



Elle représentera le mouvement, tant que 

*^ i>*-hg{b — a9)s\nB 
restera positif. 

Enroulons le fil en le maintenant tendu, jusqu'à ceque 
Tangle décrit étant arrivé au troisième quadrant, la quan- 
tité a tango soit égale à trois fois la longueur du fil qui n'est 
point enroulé. Alors arrêtons-nous, mesurons la hauteur h 
du point matériel au-dessus de la tangente au sommet du, 
cercle, ainsi que la hauteur H du même point au-dessus 
de l'horizontale qui passe par l'extrémité inférieure du 
élI tendu en ligne droite. Pour que le fil entier s'enroule 
sur la circonférence, il faut que la vitesse initiale soit 
égale ou supérieure à v/g'(H-h 2/1). Cela revient à dire 
qu'il suffit que la vitesse initiale soi t capable de faire fran- 
chir la position dans laquelle nous avons amené le point. 

24. Un point matériel, attiré vers un centre fixe pro' 
portionnellement à sa distance, est lancé d'un point 
donné, avec une vitesse connue, le long d'une courbe 
sur laquelle il doit se mouvoir, et qui est de telle nature, 
que la vitesse angulaire du rayon vecteur reste con- 
stante. Trouver V équation de la courbe. 

Prenons le centre d'attraction pour origine des coor- 
données polaires r et 9, et nommons a la valeur initiale 
de r correspondante à = o, jS la vitesse initiale, ^' l'at- 
traction à l'unité de distance et w la vitesse angulaire. 

Il vient 

kft' + o.' y 1 

EuLSH, Meehan., t. n, p. i38. 
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25 . Trouifer. Jas <Si9wbeA ^Umtei(^aymeâ%pifmrstin pvim 
matériel qui esHits^uim /i^^ry^ ams) càiutnxj^ej&iH^am^'^tt^ 
i^erse du ci^^Kr^de la itfwlaiM»\vv. \V) t^i^u» Yi a<!^vieo 9.\Wm\n 

26. On dmhénûn&^^iflMë^âé^m^ëPm^m''^^^ 

même point A et dont les centres^sop^ situés ^lans la 
même dinsction ÀO^> on y>la^ un~jfmAf^ffiâtién^l aà 
point A ^ et on l'abandonne sans vitesse initiale à l'at-- 
traction du eentfeiJbx^&f^aëné^m»mSl(Aoi\^Tû9^ 
traction y fonction de la distance^ pour t/u^uncSfBté 
étant choisi à volùnté/iêlnohfe*èMpi6i^%'Meme temps 
à parcourir chacune tiç,^ f^.^^çf >çJfff^^^é(Z/^(a^ r^ttîw- 
jettirait succès sivfenient c^ se jr^ç^yiypi^^^^ .\,> >ù\n\^ Vj\r 

On trouve que l'attraction doit êti^ê'^^^rffonWïïè^ 
la distance; toutefpj^jepiçp^n^ 4HffîfP?<^*»4oitip»,êlre 
situé au delà du centre d'attraction, sinon le mobile ne 
pourrait pas parcourir toute U corde. 

On peut supposer le centre d'attraction situé à Tinfini ; 
alors la force est éônstanf^'en grandeur et en direction, 
et l'on retrouvç ce théor^mç de Q^ÙJ^a ; ^P^wfnvûn pHint 
pesant assujetti à se^ l^Q^y4fit;^,^aQce^i\f(^m^mt^sun piu»^ 
sieurs droites issues d'uT^M^me pair\t 4^,ifil4ié€S jians mh 
plan vertical, la courbée synçhrçfie esf, un ctirct^sdimt Je 
sommet est à l'origine d0(S droites^ ., .. .., ^..^ivv. 

RisPAL, Journal de M. Liouville, i847> t«-Xn, p. 225. 

27. On a une série de çycloïdes issues d]un même 
point et qui ont une même hase horizontale^ un peint 
pesant est placé sans vitesse initiale à Vofiginecom^ 



qu'elle coupe à angle droitt€mttb»^ir\:y'hl&l!dmi w\^ ^^ > ^ 

données, et Ja verticale dirigée dans le sens de la pesan- 
teur pour axe desfjtr 5 «onnnens^ r Ve tcifips de la descente 
et a le rayon du cercle générateur de l'une quelconque 
des^fîîlAdes: B^equàèiorf dé la courbe synchrone résultera 

«me/ attiré vers tt/i^^fc^Htt%^i^^^a^Vil»b>i''?fcVâr^^^^ 
on 'iliduin. ol «loni^ ^iiob )bnJii'lj jiiruj u > i.l il» lii» lhjjî*' 

«oiï^ sunliei»ff^ïm'^^ki^9:j^t6'M»'d»n^ï^^ èkffid'^ 

roulera sur la base ai/éfc i//lèi^Hfeié^ViW§8ÀiV^aAïMP^ 
ef égalera \/~î « désignant le rayon. 

I. a* ÉDiT. 26 
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Çue les temps \(/u*un point fesùtèt^ërhpïoiëràità^^âescèndrè 
le long de& droites BC, AC j EC farinent ihtë'proj^ressîon 

geometn<jt4e%* ^ "^'^ 1 ' " 

■ ' ' ' '" ' ' \i ' 

31. Supposons une hyperbole équilatère dofii^V^àH 
transverse est ^vertical, et une circonférence déçmte^ur 
cet axe comme diamètre, \ \ .• y^, 

La somme des carres des temps qu'un point pesoj^ 
met à descendre le long des deux droites qui joignent u^ 
point quelconque P de la circonférence à deux points 
de Vhjperbole situés sur une même horizontale, est in- 
dépendante de la pésition du point P àur td cifcchi- 

férence; elle est égale au produit de --par îdidistarifCe 

6 

de l'horizontale au centre de las courbé j j »i »* *^^ •'^ 



SECTION IL ' 

PRESSION EXERCÉE SUR; pXiB .COjQRBE.JPMlîE PAR UJÏ POUTT 

MATÉRIEL EJN MOUVEMEJKT. ! 

Un point matériel est assujetti à rester sur une courbe 
fixe et plane. Soient: * 

R la réaction de Is^ courte sur le point ; 

X, Y les composantes des forcés niblrîces suiyant lés 
axes ; 

N la composante normale des forces motrices es limée 
en sens contraire de la réaction; 

p le rayon de courbure. • 

La masse étant égale à l'unité, on a 

R — Y X — ± =N± — 

ds ds p (it^ p 

On prend le signe supérieur quand le point se meut sur 



, j^yjyAi^QVl^ 4o3 

le^côlé^çj^nj^ave signe înférîenr quand 

Cette formule fut donnée en premier lîeu par THôpi- 
tal (*), à Toccasion du problème de la courbe d'égale 
p]re$9^o^^;\ ' ^v \\>. ,'. 

^1. Un point matériel y assujetti à rpster sur fe côté 
concave d'aune hyperbole, se meut sous V action des deux 
f&f ers ijuiV attirent eh raison inverse du carré de la dis^ 
tance. Déterminer la réaction exercée par la courbe. 

Soient : 

.ft,,^^ Iça^ attractions des foyers à l'uni té de distance; 
r, r' les deux rayons vecteurs; 
ro, r\ leurs valeurs initiales; 
a, b les deux demi-axes ; 

y l'angle que le rayon r fait avec la tangente à la courbe ; 
^0 la vitesse initiale. 

Nous supposons que le mobile parcourt la branche voi- 
sine du foyer auquel se rapportent les lettres dépourvues 
d'accent, et s'approche du sommet. 

Nous avons 

J \r'^ r' J r' r r, /"o *' 

en .outre la Géométrie nous donne 






(*) Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris } 1700, p. 9. 
('*'^) Cette relation consiste en ce que la corde du cercle de courbure qui 

2rr' 
coïncide avec le rayon r est égale à • On peut la démontrer aisément, 

soit par Tanalyse, soit de la manière suivante. 
P(ommons 0, 6' les angles que deux rayons Tecteurs, r, r', menés au 

26. 
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par conséquent, .rrupiMAWYa 

., , ,,] oV^'iudirM SI» f"".fi uc. -^II'jnM-ilioqoiq Jnom 
,• . , ,1. . ,^,(j.;»f'i iuj"*î no r-/.)iH(>rri;>''>-vi;?i"-/ïïfiV»7;nBif3 



Si la vitesse iniriçlë^sjjiâlë, ^ qu^ Porigine du mou- 
vement les deux attractioDs soient égaljes, , 

u^uui^o^ ^>mvM nu 1U^ onp Ufonfim a aoti^iJinr e^oflHobeol 

.. a i, no 1 i. ,9iip ^4^11 V^'b rM ob ^im<i JiB-i lup 

.I1...1. c'mUwIj luoq ^Mrinftr as'jniiob ?mhn^JO >b luoq 

alors la réaction est nulle, c'est-à-dire que le mobîtëj'i'if ^ 

était libre, décrirait encqrë*^Pftypei]Jpole, 

H 

an^itorarm arec une normal^ inûnimeiit yoisine, _ * • ^^^ f,»t\ttN «xWm 
De plus, quand les deux côtés d'un angle tournent en sens contraires de 
^onc - . .r . • Q 

X 2'3b oz£'l J^^ neqtib -aL^fikâl'vfi e^nisno I anq Jn^iorf 

. , iu^)f&2t)q bI oh 81108 si 8nBL '>^iiib 

On tire de ces équations ^ r\ 

^ 6 UU 



'-¥:fcà 






X -'4 a 



r ? 



.3 .\A >.f^ '. •• 

DYNAMIQUE* ui'J » •- ^^g 

On voit que dans tous les cas^la^iféJictipii^^^ttt in^ferse-* 
ment proportionnelle au rayoïi ae courbure. Cette cir- 
constance . sç^ $prés^^era\^ to^t^ 4es: foîs'qlie'j sans rien 
changer aux jfbrciés motrices^ on pourra disposer des cir- 
constances initUles, de manière iji^j^ç[j9C^î|^^é*îj!^ 
librement là'^ courbe donnée. 

En effet, dans la/jaleuf ^ _ •'' " -^ ^ji 

les données initiales n influent que sur un terme constant 
qui fait partie de P* 5 à^ox^ 3 résiflte que, si Ton a R = o 
pour de certaines données initiales, pour d'autres données 

„_.__^_— _-£— ^-^ ^ — 

o%i^iDéC^Mnm^ '^êim^^l^^^'jS^W'%êkfcàt'uii^^ ''tourte 
t^/Z^^ çrix un point pesant assujetti a descendre. ^ei Jung 
de cette courbe ,^erc^,J^ çl^qi^e ^ttistqjit une même 
pression. 

que fait la verticale avec k Ungente^ijAjqcàiriiea^ 
de* départ. 

Soient pris Torigine ai;'^|omj^dç(départ et Taxe des x 
dirigé dans le sens de la pesanteur* ,.,oi»^iop^. rm -b ^- ) "^ 

. ds P 

et, si. l'on. prjçnjl l'arc ,5; go\f^,Y^ri^l^ jnd^fendanAo. 

1 dly^^dx 

p ds^ *_ds 



406 ^ MçAHiç^tlB .«^Ti^»^^^^^.^,^ ,^^, ^^o^^>.^..»^ 

La constante se dét^tadîn^ |^aç la ^pçpdition qu'à Fori- 
gine -^ soit égal à sin a \ ainsi 

tfr^»R^:.,y^ R-4gsin« ^. 

Introd^i^nt la <ûoordônnëe x àû lich de l'are 5, et^posant 

— z= A, — (R — g_sin a) = B, et 2^x ^f^-pj zz: z' 
on arrive à ré(t|'bation ^^ 



^^vv.^; ^-r^JAj-B^ 



zdz 



,',^^ V(iy- A') z^ -f- 2 AB z — B^ 

qui peut sMnt^rer en qurrttir46lfi)^ièé^^illi^(l&lifêl^éI- 
grale est trop compliquée pou^.ay^Qir quelque intérêt. 

Le problème dç la Qpufbe (Tégqle^jicsksiQn pour utt 
mobile sblKcittJ^par.la seule force de la" ^Sauteur fut 
proposé par Jean Bernoulli (*), et résolujparrHôpîtal (**). 
Commerc. epistoUc, Leibnitzir et îffer^ouWy épisL vif. ' 

3. Sur wttt^^tBurhè'sUiiiie dàfti Tî/i^pi^ verticale en 

" f 

(*) Acta éruâ., siippl., t. II, seçt. vi, p. 39t. \\ c * 

(**) Mém, de VÀcad, des Sciences de Parité 170O1 p. 9. 



DYNAMIQUE. 4^7 

pression soit prôphhliofiiïeue a la^nf^'^ puissance de la 
distance à Vhâmbûmè H^W Wirto^ilè kûHiït'^kdés- 
çen^ejipur acquérir aif f^pint de départ A^ %ntesm qu^on 

Prenons pour axe des y rhorîzop^^^p. j}flçt,j^,,«V8ft^, 
pour axe des x la verticale dirigée dans le sens de la pe- 
santeur, çfeH^jnin(in^K^iï|ii:^essîon àJa distance x. 

Nous avons 

i/îiiir. ;^-i;ir; i. 1.,.'' li^-- 'iti^^ 

d'où 'y-i^^t^^ ^ ^ "^ 



ao 



''''îr^VÎ'?<f>P??f?>K :^'^^^ ^^^'V'^-^ '^^^-v^v .'>^-«-vuO 




que — est un enlier,^ou un pntîç)rjiug,^n||g,(J.e,-j. , 



4o8 MÉCAKI^^ ^14'^ftffNELLE. 

Si Ton avait ajouté une constante dan^^4^hittffpMfion, 
ré(}\iation finie de 4a ^oim>^ n lirait pu s^obtënir que 
daûs un tr^s-petit nofmbre de cas, outre, ceux <jue nous 
avons indiqués. - - .ix^ X. \ c 4- • , ;, 

Examinons quelques cas particuliers. 

n = I. — On trouve un cèneiar tjiji» lo^9d(^9lf^[^|Ur 
Taxe des ît«t ^Q^l le r^oç^ est é^l à 3 a. 

n = — I oW- ©n irottVe Ane cfiaii^ite " ,^ ^ 

nz=^-^'y^ pn^trQ^véI•^pé crc/dttfc«Ad^t,^Ia base est 
l'axe des j^ et qui a le rayon de son cercle générateur 
-^dégabàsio^^ noh^ufA 9Ï> ^yui '^^ ooviiob ^I ^ jro2 

7ï= 2. — La (^r|^u1e fA) devîept, Téqu^tion de la 
courbe élastique de Jacques Bernouiii (^^, aiiisf ÏBâmnée 
/ .ftt^BÇPr^-^^*^ représente la.figur^ d'un ressort «n équi- 
V libre soTsep i-a(ejî(i5i;déï certfigjîes foir^ ^ * ^^> 

,,, r Dans ce cas Tinlégrale dépend des fonctions elliptiques. 

■..rno,>Vuoa ... a a vu.t. M.ânÇ.îjib ... .,n.K;t oiJ-v, L,l - 



iir une courbe 
imdimtion 



^ /A. Unpoinha^afériel(^s^etti,à_r§stcr^f^ 
dqnnée se ^ipe^t fausjKucS^7r'd\iie jh^à 
. . r comtante. Troui^er quelle doit être la loi de cette force, 
"^ fourqà^lk }>WMT^'êoé^m%tàkê^^c^Uti^tWitdh même 
en chaqiikyêmÈ ^ ^^"i '^'^""^f^ ^^^ ^Ho l (A) iiohiîixp 

îJrenonsîJrttWPJ^ne^^SJiTV le mouve- 

ment coiiimencey etU^nde^^ ic parallèle à "la force dont 
on cherche l'expression. Soient X cetteuforce.. v^ la vitesse 



iJo5'Br*)iip enoeoqquS 



( *) Àcta erud.y Lips./iGg/^. 373; 1695, p. 538. 



'^ ' as p 

«MOU sup Xii'jj 'jiJUv» >HB.» i>b oïdiïioa rijyq-yVîT ii.v, •;;. 

et si nous intégrbBs aF**^^?V multiplié par -£ ds, 

Soit p la dérivée ^ tirée de l'équation d«>laficbttrf)e. 
' liléauatioA pW^edente peut s ëài^ivë , ,< , 




s pression 



qualîori (A)î elle^st donnée parTéfl^^^tion^^^.^^ 

u jel o'-* «ano'l-DJjfj'j X Jnt)io8 .iioi*î(5-j'I(i/')' • /)ii n'^ > . 
lorsqu on y fait f == o. \ -^ , 

Supposons qS^e^â^èSa^lië^ffiaift^lKA^TW^^^ 



-OfUQ, 

Jaub 






4 1 MÉCÀKiqiflJ BATIOt^ELLE. 

il suflSt de pa3er7?\a=^Sf dans 1e»^ ëqwatk)û¥ (^B) €1 (C), 



Si la courbe donnée étaît la cyctotdet *A i ><{ lit >'»^ "*i t mo 



a — .r 



r = «arc ces -^ i/aax;-- x^. 

Dans ces deux cas particuliers la force <dst4]âlépfttdaht0 
de la vitesse initiale. ^"è.^^ ^^ 

„ _, -. -ribiog no^-fi ')li;^o aîol zia noii'.èj'Ki ;jiifi 

o. En un lieu donner sur le côte conyexe d une ellipse 

doÛÏ'le^^^àh^aùihbh*vb'riicaî, oh"pose un point pesant^ 

pui^\ml<nbundMnb ^^^èhÀ^fti^cÙyDifièMm?^ fe^pàint 

Prenons 1 origine aU extrémité supérieure qH grand axe 
^* I „«-. ij j -îtlans le ^«ens de j£i .pç$antet\irA pQiei^t 




L ordonnée correspondante au point cherché est déter' 

Si Tellipse sedi^uii^ \ >^n, oêiù^e dé^i^yoj^a, Téquation 
deviem «'^^ ^'^ 



., §^ Qn'4Uppo.$AiUf^^€erél&wértieal- et surt^ -point pesant 
situé dans son intérieur; du sommet on l^J\fÇi l,f point le 
long de la courbe avec une vitesse donnée <^ et Von de» 
mande la prèssiçn.quyi/e^^ce fur la-œjàt&e. / 

Soienta le'ràyoD, i^Q la vitesse initiale et 9 l'angle au 
centre décrit par le ttfebflie* i î î'^i> ^^^ïï'-' >^Ji « '^ 
, On t^*ouve ^. _ ,,^ 

' R^r-^-Hg'Cft— 3cosÔ). 

Si là vitesse initiale ékVMW, ^^^ft ^^rakiîèî''îffiii{â\ 12 
pression soit nulle, alo^'»^J =?I^ë'î 

R — Sg'fi^cose), 

c^e3irardirej]iia]lçiI£ao]^ile>àri$V4iitiui(bas du cercle exerce 
une pression six fois égale à.son poids» ,, -v 4 

\ ^^7T^ V^ i?5.^vW^^eft ,^4ff/;>(*Aè«^ ^U*«iriA<rf/i/aJ^ 
eoni^exe, se ment s%^s(J,*,qqt\op>^^^tf[Qè^/(fn^^ 




inversement propoHionneUesau caire de la distance. 
Det^'rfhihèPtà if'è'àction ^detacoàroesutlepointJ . 

Soient /x, fz', ^" les attractions deaj^gjy,^^;|B(; ^ qe^Mrn 
à Tunité de distance, a le demi-^rand axe, Yo la vitesse 
initialç^et ;^£^.^ieà(^siaàc$s.inllûaks■aux)fb^ ) 

On trouve "'\ /''^^ ^> ^"''^^ \ 

Or, si l'on nomme j'^^j^vI^'^ Jcs-^itesses initiales qu'il 
faudrait imprimer au mobile supposé libre pour qu'il dé^ 




4l^ MÉCAHIoÔiÉ ^RATIONNELLE. à 

par conséquent le mobile décrira librement la ppud^e 
s(msrijA|lu<e]|0ç4«s^&vm on aura 

lA m V^^ «i- ^f^^^^\J)^çJJy|f|Ilft-d ?(A)à^ 

première et la remarque citee.siKDttBàV 
donnent immédiatement un théorème général qui t^puye 

ot plusieurs masses m^ m ^ m'\ etc. y respectivement 
soumises à l'action rfe$u/b^c«5 E^FÎ, F'^, etc, et partant 
d^un même point A a^^êc'^^e^^,vit0fses \^^, u\^ i^\y etc.,, 
de grandeur différente mais de même direction^ décrîye^ 
/a^^^ç/^, e(Xiirfte.AÇB^ fà^'niasfe'''^iielè)âh(jue M. soumîs^^y^ 

partan^^ " " * — ..-^ .^a^ i a tt^ i -_Li V_ _-_^ 
dirj^tii 

soipn,{ ^ ^ ^,^, .,.,.,.. 

tiale MV: w/e i^ masse M s'ùité^t^'fëÀ^ fâ somme . . 

Ên^ effet j considérant chacune des masses m, m', li?^.\^î],^^'^ 
M comme assujeui^ à^yçe^ iwow0.îri\saii\>la^îôi!>ttAte AtB*, 
nous ^ aurons, pôjif,^q^gqaDKviiç«i prBn[4èï^e*^tttfàîfes,^tiii6 
équ^aHîbn^e Ta îbrme ;\,sf>\i\ u^ • ^ 




Ajoutant toutes ces équations, la ^ç^ipe-^^i seconds 
membres représentera la réaction de la courbe sur là 
masse M; or^cçt^ip somfne^iîstJiulle^'par smtelà'masse M 
décrit librement la courbe."^ ^ 

un point pesant situç^^danSsVint^rieuft à V extrémité du 
pçtitaxe; on se propose de lancer le voinl v^rtif^^^tp^fy 
déiobàs \emifikkrHë^^'^th''}qu'^^^^^ ^a,^ 

courbe il passe au centre. Détern:imer la vitesse^ dç.prfi' 

"^Sfî^on^iiomme 2 a le grand axe, aiilèupé^liàlë^'feP' 
1^0 la vitesse cherchée, on trauve ^^^ ,< ,,v,vu ;\\vm riv\v\ "h 

% Sur u^coi^^^^^ vH.}Mim\vmiààl'àh''; 

la^cé^un pQj|n^r^es^IJfl^llf^l^ti,\à^^ ^' 

demanda 'de déteriï^ri^ij^^^^ç^iyemeRttcètie'ëi^ 

^^i^''ï)e^nia^^ 




vitesse qiion lui a donné,^^ . . >^^^ ^ .^^^^ 

7? De manière'qûe la pression due. à /af(irçç.^^^-^^\^ 
fugf^iùpTQ^tù^hrèël^nfS^i''^^ ]pu}ssance^de lamêma 



â &ï pesanteur, ^^ 

Prenons Taxe de& tX? 4î:cSgQQdans Je seilè de la pesan- 
teur, et l'axe des y dîrigé suivant 1 norizonialêJ^DaiL^ — • 

parlée-- --;^;;;77~;,:;;~ri»^M...»ov,.«««a </...u ,-.) 



1° Soit Ko;? la pre&sio^4^e failli pesaiirtéàii='po<tr>^ 
distance a: 4^ raxe,dqijjc- Posons I . ; mt^.] 

:^=. <»• ••<■•(,•• iio/l 

Il vient ' I J V 

1 ' . i 

2® Soîl Kt" la pression qui est di;e à Ja force centri- 
fuge et s'exerce à la distance x. Posons encore 

Il vient 



1 



3^ Soit a une constante arbi^aâre. 
Il vient 

i n 

dy[a^ — x^Y :=ix^ dx. 

Ces formules sont presque en tout semblables à la for- 
mule (A) du problème 3j en sorte que ce dernier pro- 
blème et les trois questions qui fious occupent conduisent 
aux mêmes courbes, sauf de légers changements. 

Varignon, Mém. de VAcad, des Se, de Paris ^ 1710, 
p. i56 et suiv. 

SECTION IlL 

MOUVEMENT d'uN POINT MATÉRIEL SUR UNE COURBE 
PLANE DANS UN MILIEU RÉSISTANT. 

1. Proposons-nous d^ étudier le mouvement d\in 
point pesant sur une cjcloïde dans un milieu dont la 
résistance est proportionnelle à la vitesse. Nous suppo^ 
sons Vaxe de la cjcloïde vertical et la concavité tournée 
en haut. 



**'BrenomS'¥iffigitie au sotii^èf dé la éourbé i\m est le 
poînt le plus bas, et l'axe des 'x dirige feh sètis^eontraire 
de la pesanteur. 
Nommons : 

a le rayon du cercle générateur 5 
s l'arc de la cycloïde compté à partir du sommet; 
k la résistance du milieu pour l'unité de vitesse; 
c la valeur initiale de 55 
et admettons que la vitesse initiale soit nulle. 

Nous avons • 

dç dx , 

--' z=z s kv, 

dt ^ ds 

D'après les propriétés géométriques de la cycloïde, 

^ dx s ^ 

ds ^a 

d'ailleurs, si l'on suppose que l'arc décroisse quand la 
vitesse est positive, 

ds 
. '=-dl'^ 

il en résulte que l'équation première peut s'écrire 

d^s , ds g 
^ ' ' ' dt^ dt 4^ 

On l'intègre parle procédé bien connu qui s'applique aux 
équations linéaires à coefficients constants. 
Substituant s = Ce*"*, il vient 



r-'^kr-^- -,^ — o, rz 

4« 




4l6 MÉCÂfïIQUE RATIONNELLE. 

Ici il convient de distinguer deux cas, suivant que le 
radical est réel ou imaginaire. 

Supposons d'abord le radical imaginaire, ou jt <^ \/ î 

c'est le cas le plus conforme à ce qui se passe ordinaire- 
ment dans la nature. 
Si l'on pose 



V: 



f-"=v. 



la formule (i) prend la forme 

'^ ( Acos — + Bsin — V 
\ 2 2; 



kt 
s := e 



dans laquelle A et B sont des constantes que nous déter- 
minons par la condition que, pour f = o, on ait 



Il vient 
d'où 



ds 
sz=zc et — = o. 
dt 



A 7 

c = A et A-h-B=zoi 

9. a 



At 



' ' V 2 7 2/ 

Le temps T que le mobile emploie pour arriver au 
sommet se tire de l'équation 

7T ^ . 7T 7T 7 

sz=Oy cos "2 ! — sm^— 1=0, tang^ — = — ^* 

272 ^2 A 

Cette valeur de T est indépendante de la position initiale, 
et la même particularité se présente dans le second cas 
que nous examinerons plus loin ; par conséquent, la ç^ 



claïd^^s^ ft%^fmf^r^ei4fi^;^ m|ffç^ dçf^t ^{^^ résistance 

est proportionnelle à la vites^^l*^^,^^ „ ,1,:, ,^ . ,^ .,. . 

Admettons pour un instant que la résistance A soit 

trèè'petite. Alors — sera très-peu supérieur à -,' en. 

sorte que. si 1 oh pose • . / 

Il ===+«. ...-.,....!> 

et, par suite, t \ -^ ^ \/ 

on aura sensiblement, en remplaçait dans la valeur de T 
upar tangu, é(^iâ^^1ï^ant )è^'|)\nssances'de -supérieures 



a la nremiere 

Il f \a J \a } 

=-[\/i-i"(?)-i;'i]-=Ki-?-;;,-),. 

V ^ sr 

Ce temps est à peu près celui de la demi-oscillation ^és-' 
cendante qu'uij ,j9eh,^ijfe çydpj(|i^l exécute dans Tair lors- 
qu'on l'écarté légèrement de la verticale; il est un peu 
plus considérable que pour le pendule oscillant dans Je 
"'de. 

La formule (2) nous donne 



vide. Il 



ht 

ds _ - ' '*^ ' c ~ ^ 






(*) Cette propriété de là eyelefde était coÀnlie àé Jkmion\ Primtipiêp 
lib. II,prop.a6,...: . .» . >.« ^u, / 

!• 3« ÉDiT. a<j 



4l8 MÉCANIQUE RATIOiraELLE. 

ainsi la vitesse est nulle, et le mobile cesse de monter 
pour commencer à descendre aux époques 

2fr 4^ 6* ' 

tz=:0, j j , ...• 

7 7 7 

n suit de là que la durée d^une oscillation entière est 
égale à — • Si la résistance k est peu considérable, cette 
durée est sensiblement la même que dans le vide 3 car 

i="[v1-^'(i)'--] 



27r 27r 

7 "~ 



ii-'-y 



= à peu près 27r ^/ -• 



Substituant dans la formule (2) les valeurs de t pour les- 
quelles 1^ s* annule, on obtient les amplitudes des demi- 
oscillations successives, 



k nk 3k 

TT — ^ 7t n 

ce "^ y ce y , ctf y , 



Ces arcs décroissent en progression géométrique, et ils 
sont tous parcourus deux fois^ sauf le premier^ d'où il 
suit que le chemin total parcouru par le mobile avant 
d'arriver au repos est 



k k 

e ^ e> -hi 

C-h 2C 



k k 



Venons au second cas : le radical i/A* — - est réel, 



Soit 


jjxjNAUisfujei. 




v^q=,. 


La formule ( 


i) devient 




*-y, *+y, 




s = Ce » -4-C'c =• 



4«9 



On doît déterminer les constantes C, C par la condition 
que, pour « = o, on ait 



ds 

S=ZC, 

alors on trouve 



s = c, - = o; 



Cette valeur de s ne s'annule que pour f = oo ; par con- 
séquent le mobile ne dépassera pas le sommet de la cy- 
cloïde, et même il ne l'atteindra jamais. 
D'après la dernière équation, nous avons 

ds c(k'-t ){ r" ~"T^M 

--= — P=::-i — y ^l^ — <2 /> 

rf/ 47 \ / 

[* — y . *-t-y T 



*-; 



Ces formules nous montrent que la vitesse croit depuis 
Tinstant du départ jusqu'à l'époque t donnée par l'é- 
quation 

— *f k — 7 ïi^4-7 

27. 



4^0 MÉGAiyiQUE KÀTIONKELLE. 

A partir de cette époque la vitesse décroît et converge 

vers o. 

.G 
Enfin, sî l'on suppose que le radical i/- — à* soit 

nul, on trouve, en recourant à Féquation (A), 

A 
/ 






_ .. : -_ ( _ \ ce 

k 



Ces formules nous montrent que le mobile ne peut dé- 
passer le sommet de la courbe, et s^en approche indéfini- 
ment sans pouvoir Tatteindre. La vitesse estun maximum 

à l'époque ^ = t • 

2. Déterminer le mou^^ement du pendule légèrement 
écarté de la verticale^ dans un milieu dont la résistance 
est proportionnelle à la vitesse. 

Soient a la longueur du fil, 6 Tangle qu'il fait avec la 
verticale et A la résistance du milieu. 
On a 

di 



— iL^g^sinÔ — ^t', 



ou, si Ton remplace sinô par et p» par sa valeur — a -77 » 



dt 



dt^ dt a 



Cette équation est tout à fait semblable à Féquation (A) 
du problème précédent, ai ce n'est que l'arc s se trouve 
remplacé par l'angle 0, et le double du diamètre du cercle 



générateur 4« par la longueur du fil a. Sauf ces change- 
ments de noms, la discussion précédente s'applique mot 
pour mot. 

Ce problème donne la loi des petites oscillations du 
pendule dans Taîr; car, lorsque la vitesse est très-petite, 
on peut sans erreur sensible admettre que la résistance de 
l'air est proportionnelle à la vitesse. Dans ce cas, la ré- 
sistance Ti est peu considérable; elle est inférieure à i/-; 

on peut même négliger son carré. Alors, comme nous 
l'avons vu, la durée d'une demi-oscillation descendante est 
un peu plus considérable que dans le vide; mais la durée 
d'une oscillation entière est la même. 

Au reste, pour juger de l'exactitude de ces résultats, il 
suffit de réduire en nombres les formules rigoureuses don- 
nées dans le problème précédent. Nous nous servirons 
pour cela d'une expérience de Borda. La valeur initiale c 
de l'angle était un tiers de degré environ , l'amplitude 
des oscillations diminuait à peu près en progression géo- 
métrique; après 1800 oscillations, elle n'était réduite 
qu'aux deux tiers de sa valeur primitive. 

Ainsi, en conservant les notations du problème précé- 



dent, on a 



1800 A- TT 



3' 



3 
1 800 /• TT =- : 7 log - =1 7 (o , 4o546) . 

Remplaçons A par sa valeur tirée de l'équation 

7- 



II vient 



Vf-'- 



,8oo%.[,_ (y.y/i)']^'^ \/^)"«.4«546"; 



422 MÉGAIVIQUB EATIONUBLLE. 

d^où Ton tire 

y i/- = 1 ,00000000257. 

On voit par là que la durée d'une oscillation est 

1,00000000267 
ou à peu près 

^ 27r i/- (i — 0,00000000257), 

ce qui ne diffère presque pas de la durée d'une oscillation 
dans le vide, 



■ -v1- 



S 
Poisson, Traité de Mécanique ^ 2® édit. t. I, p. 348. 

3. Déterminer le mouvement du pendule dans un mi- 
lieu dont la résistance est proportionnelle au carré de 
la vitesse. 

Conservons les notations du problème précédent. 
Nous avons 

il) -TT — «^-r: + -smô=:o, 

^ ' dt^ dt^ a ' 

ou, ce qui est la même chose, 

Si l'on regarde 9 comme la variable et {^) comme It 

fonction, cette équation est linéaire et du premier ordre. 
On Fintègre par la méthode connue. 



DYBAKIQUB. 4^3 

Substituant 



il vient 
et 

d'où 



r= iak 



P9 = ^«i!i±l^lfi5_9.-.-*» +C, 
J a i-\'^a^k^ ' 

(^V^Qçiake . 2g C0SQ-f-2flX'SmQ 

\dt} a 



a I + 4 «' / ^ 
Nous détenninons la constante G par la condition que 
— soit nul pour 8 = c ; alors 

1 -7- ) = -7 , ,,,, [cosO H- 2 ûX- sinô 

— (cosc-f-2 ûfX sin c) c""^ "^C*^"" ^)J . 

Cette formule nous permet de calculer les amplitudes 
des oscillations successives. En effet, soit — c, la valeur 
de Tangle d à la fin de la première demi-oscillation ascen- 
dante: cette valeur devra vérifier l'équation 

(cosci — 2flXsinc,)c'«**^» — (cosc-f- 2aA'sinc}tf~*^«** = o. 

Si l'on développe les exponentielles suivant les puissances 
de A: et que l'on néglige le carré de cette résistance sup- 
posée très-petite, on aura • 

cosci — 2.ak (sine, — C|C0sc,)=: cosc-f- 2aX(sinc — ccosc). 

La valeur de c^ qui vérifie cette équation diffère très-peu 

de c \ posant donc 

Cl = c — ^, 
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nous pourrons négliger J* et hd \ nous aurons 
à smc z=z ^ak (sin c — c cosc) ; 



d'où 



4«^ / . \ 

c, z= c r— (smr — c cosc). 

sinc^ 



Ce résultat ne suppose pas les oscillations très-petites ; 
mais, si elles sont assez petites pour que l'on puisse né- 
gliger la quatrième puissance de c dans la valeur de c,, 
celle valeur se réduira à 

Pour trouver la durée des oscillations, on peut ré- 
soudre l'équation (2) par rapport à dt^ puis intégrer; 
alors on obtient une expression de la forme 



=/F(e) 



r/G. 



Cette intégrale n'est point exprimable en quantités finies, 
au moins par les mélhodes connues. On pourrait la cal- 
culer par approximation, mais il est plus commode d'ap- 
pliquer les méthodes approchées à l'équation primitive 
elle-même. C'est ce que nous allons faire en supposant 
les oscillations très-petites. 

Nommons encore c la valeur initiale deTangleô, qui sera 
très-petite, et admettons que la vitesse initiale soit nulle. 
Il est clair que l'expression cherchée de l'angle 9 est une 
fonction continue de c et s'évanouit avec cet angle; par 
conséqueiy; elle peut se développer en une série de la 
forme 

(3) Ozi::C0, H-c'0,-|-. . .; 

et celte série sera d'autant plus convergente que ç sera 
plus petit. Nous nous bornerons aux deux premiers 
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termes, qui sont bien suffisants pour représenter les exr 
périences les plus délicates*, toutefois la méthode sera 
générale. 

Substituons dans l'équatîon (i) les valeurs de — - > — 

et sin9 que Ton tire de la formule (3) lorsque l'on né- 
glige les troisièmes puissances de c, puis égalons séparé- 
ment à zéro les coefficients de c et de c*. Il vient 

La première de ces équations nous donne l'intégrale 



G, =riAcos(/l/--+- B j, 



dans laquelle les constantes A et B se déterminent par la 
condition que, pour i == o, on ait 



et, par suite (3), 
On trouve ainsi 



: COS 



(Vf)' 



Substituant cette valeur dans la seconde équation (4)> îl 
vient 

f/20, g^ kg kg ( ^ fg\ 
dt^ a 3L -x \ y a ) 

C'est une'équation linéaire du second ordre, on l'intègre 
par la méthode que nous avons rappelée plus haut. Des 
eYponenlielles imaginaires s'introduisent, on les remplace 
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par des sinus et d^ cosinus, et l'on trouve enfin 

D et E sont des constantes que l'on détermine de manière 
que, pour t = o, on ait 



d9, 
e, = o, -=o; 



alors on obtient 



0,= _2ffcos(.Y/i)+^ + ^cos(..y^); 
d'où 

(5) 



-^cos 



("V^)- 



et 

.. = -a^=îv/^ (3-2ca*)sinUl/|) 

(6) ; ^ ^ ^ 



sin(..Y/^ 



Ces valeurs vont nous donner la durée et l'amplitude 
des oscillations; dans cette recherche, nous pousserons 
l'approximation jusqu'aux secondes puissances de c in- 
clusivement. 

La durée de la demi-oscillation descendante s'obtient 
en résolvant par rapport à t l'équation d := o, dans la- 
quelle dest remplacé par sa valeur (5). Une première 
valeur approchée est 

car cette valeur annule le terme qui est du premier degré 
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par rapport à c. Posant donc 



TT fa 



on déterminera u par la méthode de Newton, qui con- 
siste à prendre pour u le quotient changé de signe de d 
par sa dérivée relative à f, dans lequel on fait 



On trouve ainsi 
cak 

«=-3- 



2 V g- 

. fa l 2<rflÀ-\~' cak fa 



Il est inutile de prendre ici le terme en c* et de pousser 
l'approximation plus loin; car u doit évidemment chan- 
ger de signe avec A:, et comme dans toute la suite des cal- 
culs que l'on pourrait faire, c serait toujours accompagné 
du facteur A, il faut que u ne contienne que dés puissances 
impaires de c. La durée de la demi-oscillation descen- 
dante est donc 

„ TT /fl cak ^ la 

Pour obtenir la durée d'une oscillation entière, il faut 
résoudre par rapport à t l'équation t^= o, dans laquelle 
s^ est remplacé par sa valeur (6). En opérant de la même 
manière, on trouve, au même degré d'approximation, 

que cette durée est tt t/-» comme dans le vide. 

Nous aurons l'amplitude de la première demi-oscilla- 
tion ascendante, si nous posons 

dans la valeur (5) de l'angle changée de signe. Nous 
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trouvons 

d'où nous voyons que l'amplitude de la seconde demî- 
oscillation est plus petite que celle de la première, de la 

quantité -^-^ — ? comme nous 1 avons déjà trouve par une 

autre méthode. 

Tous ces résultats coïncident à peu de cliose près avec 
ceux que nous avons obtenus au problème précédent, dans 
l'hypothèse d'une résistance proportionnelle à la vitesse; 
les petites différences qui existent peuvent être attribuées 
aux valeurs différentes que le coefficient A: doit recevoir 
dans ces deux hypothèses. 

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que le 
corps du pendule était un point matériel sans volume. 
Dans la réalité, il ne peut en être ainsi. Comme un corps 
plongé dans un fluide y perd une partie de son poids 
égale à celui du fluide déplacé, le pendule se trouve dans 
le même cas que si la gravité, au lieu d'être égale à g^ 
était égale à g (i — p), p désignant le rapport de la den- 
sité du fluide à celle du corps. Par là on verra facilement 
que, d'après la seule considération de la perte de poids à 
l'état de repos, la durée des oscillations dans un fluide se 
trouve augmentée dans le rapport de l'unité à yi — p 
pour un même pendule, et la longueur du pendule simple 
se trouve diminuée dans le rapport de i — p à Tunîté pour 
la même durée. 

De plus, Bessel a fait voir par l'expérience que la 
perte de poids est moins considérable pour un corps en 
repos que pour un corps animé d'un mouvement oscilla- 
toire. Il en résulte que, dans les résultats précédents, il 
faut multiplier p par un facteur f plus grand que l'unité. 

Poigson a démontré, dans son Mémoire sur les mouué^ 
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ments simultanés d'un pendule et de Vair environ^ 
nant (*), que le facteur^ est indépendant de la densité 
du pendule ainsi que de la densité et de la nature du 
fluide dans lequel il oscille. Pour le cas d'une sphère 
dont le diamètre est petit relativement à la longueur du 
pendule, il trouve 

Poisson, Traité de Mécanique y 2® édit., t. I, p. 353. 

4. Troui^er les courbes tautochrones pour un point 
pesant dans un milieu dont la résistance est proportion- 
nelle au carré de la vitesse. 

Soient : 

O Texlrémité des arcs qui sont parcourus dans le même 
temps; 

X la distance du mobile au-dessus de Thorizontale qui' 
passe au point O ; 

s l'arc de la courbe compté à partir du point O; 

h la hauteur à laquelle serait due dans le vide la vitesse 
que le mobile possède au point Oj 

h la résistance du milieu pour Tunité de vitesse. 

On a 

vdv — : — gdx -h hv'ds. 

OU, si Ton multiplie par 2 e""**' et que Ton intègre, 
(i) v^e-^^':=z7.g(h— l e''^^'dx\' 

Remplaçons v> par sa valeur — -y-j et posons 
(2) u= 1 e-~^^'dx; 



(* ) 3Iém. de l'Acad, des Sciences de Paris, t. XI. 
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X sera une fonction de u^ et comme s est nne fonction 
de x^ nous pourrons poser encore 

(3) er**ds=ff[u)du. 

U vient alors 

en sorte que le temps employé par le mobile pour arriver 
au point O est 

I r^if{u)du 

yf^Jo yjh — u 

Celte valeur de t doit être indépendante de A; d'où il 

suit que la quantité comprise sous le signe i doit être 

de degré zéro par rapport à A, ix et du. Gela exige que 
l'on ait 

a désignant une constante. 

Substituons cette valeur dans l'équation (3), et inté- 
grons en observant que s et u sont nuls en même temps. 
Il vient 

- (i — e-^*) :=2.asjuj 

H 

A> ^ ds 

Or, d'après l'équation (2), 

ds"" ds'' 
par conséquent, 

dx . 
2fl»A— = «*'— I. 

ds 
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D'an autre c6té, bous avons 

_ a r* du __ TTg 
^2gJo yjhu — u} ^2g 

donc enfin l'équation de la courbe tautochrone est 

(4) 4^^^'J = ^(^-i), 

/igA'^r^x-hitH'S = '7r»(^~ i). 

On peut obtenir la valeur de l'arc parcoom pendant le 
temps t. En effet, soit s^ la valeur initiale de Tare s. La 
formule (i) peut s'écrire 



de ^J^ ds ' 



et si nous remplaçons — par sa valeur tirée de l'équa- 
tion (4)jîl vient 

dl^ 2Ar^J^ ^ ' 

Posant 

cette équation nous donne 

2T dz 



dt= — 



's/z\^: 



2T z nt 

t = — arccos— > * = a, cos — » 

1 -— e-*'=:fi — - c^'Ocos — 9 

^ ' 2t 

,= _ilogri-.(i-.(r^-)cosJ^J. 
EuLSEy Commeat. Petrop., 1729. — Meekan.^ 1. 11^ p. 3ga« 
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5. Proposons-nous de rechercher l^ expression la plus 
générale de la force tangentieile dans le mouvement 
tautochrone. 

Soient : ■ , . . . • , '^ 

O rextrémiié des arcs de la^coufW làuibcbrone qtfi 
doivent être parcourus dans le même temps t 5 

F la résultante des forces langéntielles qui agissent suf 
le mobile au bout du temps ï, compte à partir de Tin-» 
stant du départ ; 

V la vitesse du mobile au bout du même temps*, 

s Tare qui lui reste à parcourir pour arriver au 
point O5 V 1 

a la valeur initiale de l'arc s. ' \ 



On a 



■!>' 



et la courbe sur laquelle se meut. lei corps. seira tauto* 
chrone quand t sera indépendant de a, c'est-à-dire quand 
on aura 

Eliminons a des limites de l'intégrale. Pour cela, po- 
sons 

(l) Zz=:uZ, 

en nommant z une fonction arbitraire de s^ qui s'annule 
avec 5, Z la valeur de z pour j? = a et u une nouvelle 
variable. 
Soit de plus 

s^-^{uZ) 

la val(3ur.de <( que l'on dédui( de l'équation (i)» 



Nous aurons 

Jo «^ 

Dififérentions par rapport h <t, et souvenons-nous que f^ est 
une fonction de ? et de (p (iiZ) ; il viendra 

X'[^''(«Z)uZZ'4-f («Z)Z']P- j^^./,'(«Z)iiZ' + ~js^'(«Z)Z 

ou bien, remplaçant uZ par z et Z^ïa par ~ ds^ 



dUf 



ila" zJo "* ^'''' 

ce qu'on peut écrire 

en représentant par jr( 5, a) le facteur de c& sous le signe 
d'intégration. 

Pour que — soit nul, quel que soit o", il faut qu*en 
posant 

on ait 

Supposons que la fonction satisfasse à cette condition. 

Nous pourrons remplacer dans Téquation (a), /*(.?, a) par 

dr 
6g (s^ (j) et — par la valeur trouvée précédemment ; alors, 

si nous observons que Ton a 

dz _ ^j_ ^ __ _ V(^) _i 
as "" f (»)' ;S^ ~ "■ [f («)]» f TF)' 
I. a* ÉDiT. 28 
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OU 



il viendra 

Il nous faut intégrer cette équation, dans laquelle u est 
la fonction et ^ , a les variables indépendantes. On sait 
qu'elle se ramène aux deux équations différentielles 
simultanées 

dv ds dp 



Z z ( zz"\ v^ 

Posons 

4'où 



z\ 



Nos équations différentielles pourront s'écrire 
ds d<T 






Soit 



dtf o(s) ,?(o-)^ - ■ ' ^/, N 



/ 






La première équation nous donne 

«(c) — «(5) = const.=: A; 
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d'où Ton tirera une valeur de a de la forme 

Si Ton substitue cette valeur dans la seconde équation 
différentielle, et que Ton pose ensuite 

X étant une variable auxiliaire, on obtient Féquation 



o>> 



'r[^W] 



ô;[5,ç(^)]^, 



où B's [5, ^ [sY\ représente ce que devient la dérivée de 
6 [s^ a) par rapport à 5, lorsqu'on y fait, après la diffé- 
rentiation, o' = (^(5). 

Soit p(s) l'intégrale indéfinie du second membre. On 
aura 

- = p(^) -♦- const. = p(^) + g, 

Bp (^)-f-i ç(5)-pp(^) 

Il résulte de là que l'intégrale générale de l'équation (3) 
est 

y étant le signe d'une fonction arbitraire. Toutefois les 
conditions de notre problème assujettissent cette fonc- 
tion y à être identiquement nulle, lorsque l'on y fait 

simultanément 

sz=9 et f» =: o ; 

car la vitesse initiale du mobile est supposée nulle. 
Différentions la dernière âjuation par rapport à Sf et 

28. 
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remplaçons «^(5) par sa valeur — t-t? il vient 



?(*)T,-''?'W + '''f.'W 



_JL_ >r " y '^ 

tW ^ LtW-'pWJ l«p('>-«'p('->]l 



On en tire 

7-«_L ?MJ „» , 






plilT . . ^ 



r .î^ 1 



ou, si l'on pose -L^ ^-^ = g [î^ _ p (^î) j , 

Telle est la formule cherchée. G et .f représentent des 
fonctions arbitraires ; p est aussi une fonctioii arbitraire. 

En effet jo'(^) et par suite p>(j) soqt définis par l'é- 
quation ■■!,■..■.: P' .' ». <l/-» •. 

p'(5)^'ç[Ç(.)KtÇ(')J:^ô;[^ (;(,)], .V ... 

■ ■ - : ^■■' \-^.'' ^' , • ^ '"•^'•^ 
ei, puisque la fonction 9 n'est assujettie qu^'à la s^^l^xone 

dition de s'évanouir pour sz=z(j^ nous pouyop^s p^^^4I^ 

%{o) étant indépendant de s-^ alors le second membre de 
l'équation précédente se réduit à 

D'ailleurs le premier membre peut s'exprimer en ^(5), 
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qaelle que soit la fonction p (5), puisque 5 est une fonc- 
tion de Ç (s) . Prenant celte expression du premier membre 
pour la fonction x[(^(^)] î^^ ^^^ ^ volonté, l'équation 
sera satisfaite. 

Supposons, en particulier, que Ton prenne 

p(j)z=ro; 

et posons, pour abréger, 

i''(^)="(0- 

La formule générale (4) pourra s'écrire 

fs étant le signe d'une fonction arbitraire, . 

Cette dernière formule a été donnée par Lagrange, 
dans les Mémoires de Vjicadémie de Berlin^ lyôS,. lyjro. 
La formule générale d'où elle dérive a été établie récem- 
ment par M. Brioschi (*). 

6, Comme application des formules que nous venons 
d'établir, nous nous proposons ici de chercher tous les 
cas de tautochronisme contenus dans la formule de 
Lagrange j et relatifs à un corps pesant qui se meut avec 
frottement dans un milieu -dont la résistance est une 
fonction quelconque de la vitesse, f{v)- 

Supposons l'axe des x vertical et dirigé en sens con- 
traire de la pesanteur^ et soit |x le coefficient de frot- 
tement. 

La composante tangentielle de la pesanteur et la près- 



(*) Annali di Scienze matematiche e fisiche compilati da B. Tortolini; 
Eoma, 1 853, p. 6a. 
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sion sur la courbe seront respectivement 



dx 



^ I ^ 









en sorte que Ton aura, pour Texpresslon générale de la 
force tangentîelle, c^v^-.. 
d^x 

dx . . 1 

— est ici une fonction de 5 qui, si elle était connue, don- 
nerait Téquation de la courbe. Nou^ allons dâermmer 
cette fonction p^r la condition que la formule (Y) soit 
comprise dans celle de ïîagrângé. ' 

Si Ton différentie la valeur (V) trois fQÎ^.fta^ (rapport 
à v^ puis une fois par rapport î s^ le résultat est identi- 
quement nul. Exprimons que la formule de Xagrange 
satisfait à cette conditioi^. 

Si nous posons 



p 



la formule de Lagrange prend la forme 



et Ton doit avoir 

d*¥ 
dp*ds 



= o. 
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OU, puisque ^ est une fonction de 5, 



= 0. 



Cette condition nous donne 

?''■•'(■;) -F'-(i)-k(-;)=°- 

Posons 

l*équation précédente deviendra 

z^" {z) -h 6zf («) -4- 6^ (z) = o. 
Pour l'intégrer, posons encore 

z^'^{z) = u. 

Nous obtenons 

«'^ = o ; 

par conséquent, 

^ z' z* 
X= — Alogz-t--Bz-'-l-C«-f-D, 

F=~Aplog^ + iBÇ + i(c-g)p'H.D., 

A, 6, C, D désignant des constantes arbitraires. 

Pour que cette valeur soit identique avec la valeur ( V), 
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il faut que Ton ait > . 







La seconde relation nous montrç que la résistance dp mi- 
lieu doit être simpleipent proportionnelle à la vitesse. 
Si l'on élimine ^ entre les deux dernières relations, on 
obtient, toutes réductibns faites; 



^ ^ ^ jAi^si^. fa cyc1fiï4fics^^aiLitpc1if;qfie ay^c f^ott^pient ^ soit 

dans le vide, soit dans un milieu don^ la rén^tqfice est 

^pr^çppftfqnpelle à Iç^ yitessp^ c'es,td' ailleurs le seul cas de 

, ^utoçl;^^*oi^^e| ^y,çp , fçpif epjiçir^t gpii spi t donné par la fpr- 

^^çjpjoïdçefJHipçec^^^^^ I , r^, ^ 

La constante H se déterminera par la condition que le nio- 
. tile, pl^f^. sana?itç,^^ imiitilô.à l'iKJttcéwlé d«* «rcAlau- 



( '^ ) Ce cas de tautochronisme a été signalé la première fois par Necker, 
Recueil des Savants étrangers (Académie des Sciences de Paris ), t. tV, 

.96; 1963. ^ ■■■,■■:', 
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tochrones, y reste en équilibre, et que, placé un peu plus 
haut, l'équilibre n'ait pas lieu. Cela exige que Textrémité 
des arcs tautochrones soit le point le plus élevé de ceux 
où le point matériel, ppsé sans vitesse, pourrait rester en 
équilibre, 

7, Troui^er tou^ les cas de tçutochronisme contenus 
dans la formule de Lagrange (prob. S), et relatifs à un 
point pesant qui se'mejut dans un milieu dont la résis- 
tance est une fonction de la vitesse^ f (i^) . 

un cal cù^ semblable à celui du numéro précédent 
montré que la ri^sislànce f (i^) doit être de la forme 

A, B, C désignant des consentes. 

Alors la courbe tautochrone est celle que nous avons 
obtenue au probfémé 4. 

Ceci est un cas particulier du théorème suivant : 
Toute courbe tautocibrôné p6\ïi^ tine force comprise dans 
la formtile de Liagrà\igé,' "est encore tautochrone lors- 
' qù'oA'àjoiitéa la forcé un tei'iiie proportionnel à la vi- 
. lesse (*).' Oii voit, ^â' effet, ^u*en conservant la même 
~ lôburbëfet'ijbtilant à lâ'ftihib Aan^enlîelleùn terme pro- 
portionnel à la vitesse, l'expressîon dé la fotce tangen- 
tiellirftèfia'é'k^èste énc(ii^-c6ffijpt!sé'dkni'^^^ Je La- 

grange; car le téniië '^âdï'lïiWnbl n'ï^ii''auti^e effet que 

d'augmenter la foncluin arbitraire ^ iz) d'un terme de la 

forme -Xconst. . , 

' ' J. BBt^ïfiAVti^J'ékrfiàê dé^Mk-LloàçHle^ 1847» '* ^^^' P» ^^^- 

8. Un point pesant monte ^ en vertu d^une impulsion 

(*} Lagrange, Mém, de l'Acad. de Berlin, 1765, p. ^1. 
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initiale, sur une courbe située dans un plan vertical ; 
le mouvement a lieu dans un milieu homogène dont la 
résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. 
Quelle doit être la courbe pour que la vitesse du mo^ 
bile égale à chaque instant celle qui serait due, dans 
le même milieu, à la hauteur mesurée par la longueur 
de Varc qui lui reste à parcourir pour atteindre un 
point fixe situé sur la courbe? 

Soit 5 Tare de la courbe compté à partir du point fixe, 
X la distance de rextrëmité de cet arc à l'horizontale qui 
passe au point fixe, et h la résistance du milieu pour Tu- 
nité de vitesse. 

L'équation de la courbe est 



iks 



Ce problème fut proposé à Claîraut, pendant son voyage 
en Laponie, par un professeur d'Upsal nommé Klings- 
tierna. La solution de Claivaut se trouve dans les Mé^ 
moires de Vuécadémie des Sciences de Paris ^ i74<>9 
p. 254* 

9. D^un même point O parient une infinité de droites 
situées dans un même plan vertical et terminées à une 
courbe S. Déterminer cette courbe de manière qu'un 
point pesant, descendant du point ,0 sur Pune des 
droites^ arrive sur la courbe avec une même vitesse, 
quelle que soit la droite que Von ait choisie. Le mouve^ 
ment a lieu dans un milieu homogène dont la résistance 
est proportionnelle au carré de la vitesse. 

Rapportons la courbe à des coordonnées polaires r, fl, 
dont Torigine soit au point O^ et dont Taxe soit dirigé 
dans le sens de la pesanteur ^ nommons a le rayon vec- 
teur qui se compte sur Taxe. 
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L'équation de la courbe est 



C0S9 : 



EuLER, Mechan.f t. Il, p. 25i. 

10. Les données restant les mêmes que dans le pro^ 
blême précédent^ on propose de déterminer la courbe S 
par la condition que le mobile emploie le même temps 
pour V atteindre^ quelle que soit la droite sur laquelle il 
descende. 

L'équation de la courbe est 

log g*^-h(g»*^— i)' 



C0S9 : 



EuLEfiy Mechan,j t. Il, p. 256. 

SECTION IV. 

MOUVEMENT D^UN POINT MATÉRIEL SUE UNE SURFACE FIXE. 

Soient 

or, y^ z les coordonnées du mèl^ile à Fépoque <; 

V la vitesse \ 

X, Y, Z les composantes de la force accélératrice exté* 
rieure parallèles aux axes *, 

F (a:, j', z) = const. Téquation de la surface 5 

R la réaction normale que cette surface exerce sur le 
point. 

Si Ton pose, pour abréger, 



/©"•-(f)'-©- 
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les équations du mouvement seront 
d^x dF 

dW dF 

dt^ djr 

d^z ^ «XT^F 

dt* dz 

Pour déterminer la position du mobile à une époque 
quelconque, il faut éliminer le produit RU entre les trois 
équations précédentes; alors on aura deux équations dif** 
férentielles entre j:, j^ z, f, qui, jointes à Téquation de 
la surface, détermineront les coordonnées en fonction dû 
temps. 

Lorsque Xflfx -H Y^X" "^ ^^^ est la différentielle exacte 
d'une certaine fonction <p [x^y^ z) des seules variables x, 
y^ z, on a de suite une intégrale première, 

^07 ^05 yof ^0 étant les valeurs de i^, a:, j", ^z qui corres- 
pondent à l'état initial. Cette intégrale pourra remplacer 
une des trois équations primitives, et comme 

dx^ -{- dr^ -h dz^ 

p^izz ^1 , 

elle permettra de faire disparaître dt des deux équations 
restantes. Dès lors il suffira d'éliminer entre ces der- 
nières équations le produit RU pour avoir une équation 
différentielle en a:, j^, z qui déterminera la trajectoire 
conjointement avec l'équation de la surface. 

1. Dhin point pris à volonté sur Vun des méridiens 
d^une surface de rév^olution dont Vaxe est vertical^ on 
lance un point pesant suii^ant la tangente au parallèle, 
avec une vitesse qui est une fonction connue des coor- 
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données du point de départ. Déterminer la surfaee par 
la condition que le mobile, assujetti à rester dans son 
intérieur, décriv^e toujours un parallèle^ quel que soit 
le point de départ. 

Soit pris le plan méridien d'où pari le mobile pour 
plan des xz^ et Taxe de révolution pour l'axe des r, qui 
sera dirigé en sens contraire de' la pesanteur. 

Nous avons 

■ ILdfr^Ydx-hZfiz^—gdz', 

d'où il résulte que la TÎtesse doit être constante pendant 
toute la durée du mouvement 5 par suite, la résultante de 
la pesanteur et de la fotct centrifuge doit être normale à 
la surface. 

Ainsi, xet z étant le^ coordonnées du point de départ, 
®t y^Sfî^^) la "vitesse inîtîale, nous devons avoir 

— 7—-^di' .^"^ ^(*'"^)-;5^- 

Tielle est Téquation difTérentielle de la courbe méridienne. 

Elle lK)Uà lùbfïtre que lâ hauteur due à la vitesse initiale 

est égale à la iiiô'itié dé la sôùs-tangente à la courbe. 

Donnons à la foncUon/* quelques valeurs particulières. 

Soit 

/z=z cpnst. r-//. ^ 



Orfà'i 






z 
ixz=:z—- +const. 



La courbe est une logarithmique. 
Soit 



2a 
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On a 

X dz 

a dx 

X*=2flZ-f-C0IISt» 

La courbe est une parabole. 
Soit 

On a 

1 dx û"""* dz 



X z» 



•> 



Slocar zr: — ^^ ■ -h COnst. 

Si Ton veut que le temps d'une révolution soit le même 
sur chacun des parallèles \ alors, nommant T la durée 
d'une révolution, on aura 

par conséquent la courbe méridienne sera la parabole 

0?* = - — : 2 -t- const. 

FoNTANA, Dissertazione sopra laforza centrîfuga; 
Verona, 1784. 

2. Troui^er une suif ace passant par une courbe don- 
née et telle, qù*un point pesant parcoure cette courbe j 
lorsqu'on le pose sur la surface en un point de la 
courbe, et quon lui imprime une vitesse de grandeur et 
de direction convenables. 

Supposons Taxe des z dirigé dans le sens de la pesan- 
teur. 
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Soient 

les équations de la courbe donnée. 

La surface cherchée aura son équation de la forme 

F=za: -/(z) - [x -/ (z)] y (r, z) = o , 

cp étant une fonction qui ne devient pas infinie pour 

Il s'agit de déterminer cette fonction y. 
Tout point pesant (x^J, z), posé sur la surface, véri- 
fiera dans son mouvement les équations 





d^x dF 


dy 

dO " 


= RU 


d¥ 
-dy' 


desquelles on tire 










dF d^x 


dF d' 


y 






dy dt' 


dx di 


^' 




ou, ce qui 


est la même chose 


î 






(') 


dF , da; 


dx 







Pour que le point parcoure la courbe donnée, il faut 
que cette équation devienne identique quand on y fera 

après avoir substitué à i^, — ? -^ les valeurs de ces quan- 
tités relatives à un point qui serait assujetti à parcourir 
la courbe donnée. 
Or 

dF__ 

dx ^'' 
et quand on pose 
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— se réduit à — ^ [/i [z) t z] \ en sot-te que la substitution 

de ces valeurs dans l'équation (i) donnera un résultat de 
la forme 

(2) ^[/,{z),z] = n{z), 

Tîl(z) étant une fonction connue de -z. 

La fonction ç qui vérifie cette dernière équation est * 
évidemment donnée par la formule 

(3) o{y, Z) =«(*) ^\y-)\{:^y, -^r- ■'-""" 

dans laquelle 4» représente une fonction arbitraire qui ne 
devient pas infinie pourj^ =/i (^)' 

De là il résulte que r^équation de la. surface (Perchée 
est 

*=-/(^) + [j-/;WJn(3)4-[j^-/(z)]»>Kj,z). 

Comme application, nous supposerons que la courbe 
donnée soit une hélice, . . i y ■■■ 

xz=.r cos ( Â- - I » r =: r sin ( /• - I • 

Il nous sera plus commode de représenter cette courbe 
par les deux équations équivalences ?:; i3<in' t ?- 

'• y 

X^-^y^ — r'z=rO, 3 arc tang - ::;;3 o. 

K JC 

Alors l'équation de la surface sera de la forme 

F = z — - arc tang {ai^ -t- j' — r^)^ (j?, y) = o. 

Si dans les dérivées partielles 7~> j~ ^^i élimine x 
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tty h Faide des équations de la courbe, on trouve 

g = ^sin(Af)-2rcos(x-:)y., 

-7- := — 7- ces I A - I — 2rsin ( A - ) ®, , 

en posant 

rcosf X - Jï rsin {^-) 1 • 



<p, — y 



Supposons le mobile placé sans vitesse initiale au point 
dont les coordonnées sont 

x=:r^ X = o, z = o. 
Nous aurons, à un instant quelconque, 

v—\Jigz , 
dx := — X' sin ( A- - I ^a, dy zrz k cos ( >t - j ^/z, ds =: ^k^-h i r/z. 

D'après ces valeurs, l'équation (i) devient, toutes réduc- 
tions faites, 



y j r cos (k 1 j , r sin U îj J zr: 






c'est l'équation qui correspond à la formule (a). 
Selon la formule (3), nous aurons 

y 

arc taog- 
OU, ce qui revient au même, 

'* y 

- arc tanc - 

I. 2* ÉDIT. 2q 
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l ^ ' • ' Z 

car le second membre se réduit bien à II (s) = 1 

quand on y remplace xeiy par^ leurs valeurs ^p, 2,., ■ 
L'équation de la surface sera donc 

Z z= ~ arc tang - -f- [x^-^y'^ — r*) fsAx^ y) y 

OU, remplaçant y (-3^?^) par sa valeup, ... i^ ij 

r ■ • " '-.i •--• vi 'i '■«'••.•or* 
, arc tang - , , , , ,. , 

Si nous supposons ^ = o, l'équation se réduit à 













r» 


arc tang - 












k 


x'^y' ' 


ou, 


posant 


X 


— 


u cosw 


et 

: 
Z- 


yz=: t£ sinco, 

~ 'ku^ 



La surface représentée par cette équation est assez re- 
marquable : les sections horizontales sont des spirales 
analogues à celle d'Ârchimède; les sections faites par des 
cylindres de révolution autour defaxe des i sont dès hé- 
lices*, les sections faites par des plans pa$sant par cet axe 
sont des courbes hyperboliques qui ont pour asytnfptoies 
Taxe des z et la trace du plan sécant sur le plan des xry \ 
la courbe de plus grande pente est représentée par Té- 
quation 

Il y a plus : quel que soit le point de l'axe des x sur lequel 
on place un point pesant, la trajectoire de ce point sera 
une hélice. C'est ce qu'on reconnaît aisément en prouvant 



DYNAMIQUE. 4^1 

que toutes les hélices de la surface vérifient l'équatiou (i), 
si 1^= ^ igz . 

Catalan, Journal de M. Liouville^ t. XI, p. 21^5 1846. 

3. Trouver r équation générale de la courbe brachislo- 
chrone pour un point pesant assujetti à se mouy^oir sur 
une surface quelconque. Examiner en particulier le cas 
d^une surface de révolution autour d^ un axe vertical. 

Soient l'axe des z une verticale dirigée dans le sens de 
la pesanteur, z^ et Zf les ordonnées du point de départ et 
du point d'arrivée, et 

Téquation de la surface. 

Le mobile partant du repos, sa vitesse est donnée par 
la formule 

par conséquent Tinlégrale qu'il s'agit de rendre un mini- 
mum est 

ds 



j 



V^^(« — ^) 



Le problème consista dans une simple application des 
formules du calcul des variations. 

Nommons ;? et q les dérivées partielles -j-^ -^ que Ton 

tire de Téquation de la surface, et posons 



V/l+/^^^7'^y^ 



\lig[z — z,) 

d/J 

les dérivées étant ici des dérivées partielles 



^ d\ ^ d\ ^^, dV . d\ 

d.K (t^j dy d<f 
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Pour que Tintégrale sdh Hft: bimmuili^fil fata^que les 
ordonnées x, y^ z, d'un point qu^l^onque de la trajec- 
toire, outre qu'dles^véjk'ifiWhci'é^ïtHrà'^ir^i^^ surface, vé- 
rifient encore Téquation différentielle 

'Mil ■•( - ••»iiu<iI»ioo> i'jI X t y.'\.r.\iaùu<\\if iio i \<, 
dans laquelle^, ^ représëiityA''âb«''ÂëHi'éës'loiyés, 

prises en t(m%\$é^Àxric^ y,'p^'^i)j ccAnme des fonctions 

de z. , , '«'"' •' 

Nous avons ,, , 

-îif'jllii: } 

on sorte que Téquation différenti9]lf)!f«Ao'3 'uuj tnrî** » 

On Doùrra ^iminer une des coordonnée^ x. r a t aiâe^e 
î>JJ^jm(igcï 01 'j^jp'nû/ jfET^jjcfl ncOBupii smi/n cl ,.^ 
1 équation de la ^surface; alors on aura une équation dif- 

' ' 'féi^lîtlëtte<Ufi|eOdttdiordte centra Sèiaxi vnriaMsa^- ^ iaié- 

Dans le cas d'une surface de révolution autour de L axe 

des 5î, on a 



I • ' i 



r/F ' ^F 

//x rty 
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f^aF isuilfi l'équatîott; (1) devient 

rfj \/^ — »„ rf^y yz — z^ 

L'intégrale première est 
( 2 ) ^(Lc ^ xdjr -^ ds ^^— ^«»X const. 

Si Ton substitue à jr? et à j^ les coordonnées polaires r 
ej,^,Jié^ IWil^es ^el^cias, ^ r., = 1 

^ jrzrrrçosO, rzrrrsinô, 
il vient 

d'ailleurs, 

par conséquent Téquation (a) peut s'éct'îre 

' r^d%=iCi^dt, 

C étant une coàstatitei r • f I 

Sous cette forme elle nous montre que Taire décrite à 

chaque instant par là projection du rayon vecteur sur un 

plan horizorital é^t proportionnelle ati carré de la vitesse 

du mobile. . 

. j La même équation nous, fait voir que le rapport de v 

* •^ iyn} ..'jjr* 'y.'.i* ••:ni': m^^ ?'\rî\- . ',f f . -^. ■ ** 

àï^an^lÉilenlerindéGnjîment è mesure que if diminue ou 

que f on cônsidféré un pôiiit pTus rapproché du point de 
diépartMi^èn vèi\x(lè\mé toute brachistochrone surunc 
surface de ré%H>tution est tangente au niéridien du point 
de départ. 

On a, pour toute époque, 



1. "•-'■£ -■"■ 
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Or, si le point <f arrivée est ëar le iHéridîeur dû ^oint de 
départ, le premier mdtnbre de cette équation èst^nùl ; d^ ail- 
leurs Tintégrale qui figure au secondiiietabf^éiiét>èut ja- 
mais être nulle, vu que tous ses éléments sont positifs^ 
donc, dans ce cas, C = o. On en conclut que, quand le 
point de départ et le point d'arrivée sont situés sur un 
mètoie méi^idien, la brachistochrobe etiti*e^ceè^deùk'ppràiB 
h'e«|tjpa»îattt»iî iîtei^iÉ^>l^ifi!étîdié^ fW-WéSieV^^ ' "'" 

L'intégrale de féquâtion (î^) fWùt'tdUjbtarà Vél^a^l?'^ 
ner.rà' une «[oadi^ure. Eii effet cette équation peut s^'lé- 
cnre f ~ • >* . i^ • - ..->>? 

or,^ilion pose: ^ ( i>' 'f >.i \ ^ •* 

on pourra facilement la résoudre par rapport à dOj et ei> 
tirer l'intégrale ^ - . , ,^ ^l :,,.>. 

Lorsque la surface est un cylindre, la réaction qu'elle 
exerf^e 3ur le. mobile, étani >horizoncaIe,nn:~a aucaiie iii- 
fluence sur la vitesse. Ilearcinlte <^e^:«i l'on dévieAd«|^e^ 
le cy^dre sur un.plata ¥6Ftjcal^ la brachistochrone sur 
le cylindre restera brachistochrone sur le plan. Ainsi la 
première courbe a pour transformée une cycloïde. 

Roger, Journal de M. LiouviUe^ .1. XIII, p. 4' > i848. 

4. Déterminer le moux^ement d'un point pesant lancé 
le long d'une surface qui est de révolution autour d 'un 
axe vertical. 

Conservons la notation du problème précédent, et sui- 
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vons çle point eu point la inéUiode générale indiquée au 
commencement de ijetle section. Nous arriverons aux 
deux ir^ tégr ale3 premières . ► r : i : • • « ■ 

C^tte dernière intégrale pouvait se prQvioir; car le mobile^ 
considéré comme u^n point Ubre,î e$f, soilîoité seulemei|t*par 
deu^ forces, j'i^pe.v^tjkîa^ etiCOf>stant)e^i'auti!e idicigiée 
consts^nment vers Taxe de xévQliïtionirOr çe^e dernière 
force, en projection horizontale, est dirigée vers un pohrt 
fixe et fonction de la distane^; par conséquent la projec- 
tion horizontale du mobile est assujettie aux mêmes lois 
qu'un corps sollicité par une force centrale. 

Ces intégrales, jointes à Téquation de la surface et à la 
relation . . ^ 

p2 — , 

: ■ • ; j . .:f -?T*.t . ;. . . . ^ ^ ■ - - ^ 

nous donnent une relation entre Q et z qui détermine la 
trajectoire, ^ ^ , _ 

U sera, maintenant facile d'obtenir i, r-ét 6 exprimés 
eu fonction de rpardesquadratirréi. ^ ' -' ■'>- ' : 

. BoLErt, Ji^;Vt H, pi^488: '■ 
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